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임의의 점으로부터 3차원 곡선까지 

최단거리 계산 알고리즘 향상

An algorithm for the calculation of the shortest 

distance from an arbitrary point to a 3-dimensional 

Curve

Hwang, Yoon Suk

Department of Naval Architecture and Ocean Systems Engineering 

Graduate School of Korea Maritime and Ocean University

Abstract

현재 선박 및 해양플랜트 구조물에 대한 3차원 전산모델은 NURBS 표현

법으로 구성되어 있다. 전산모델들을 활용한 후속작업에 빈번하게 사용되

는 기능 중 하나가 모델간 거리 계산인데, 이는 주로 공간에 있는 임의의 

3차원 점으로부터 한 모델까지 최단거리를 구하는 작업으로 귀결된다. 복

잡한 3차원 모델 다룰 때는 투영, 오프셋, 교차와 같은 비선형 작업 과정

을 거치게 되는데 그 결과 높은 차수를 가진 비정형적 곡면 및 곡선이 생

성된다. 높은 차수의 비정형 모델까지 최단거리를 구하는 것은 단순 모델

에서와는 달리 최단거리 계산에 오류가 수반된다. 이는 예측하기 힘든 비

선형 특성으로 인한 것으로 일반적인 탐색기법이 불안정적인 과정을 거치

기 때문이다. 본 연구에서는 비정형 곡선까지 최단거리를 계산하는 새로

운 알고리즘을 개발한다. 개선된 알고리즘을 활용하여 복잡한 비정형 모

델을 활용한 연산 작업에서 항상 최단거리를 확보할 수 있는 기술적 기반

을 제공한다.

KEY WORDS: NURBS, 모델간 거리 계산, 최단거리 계산, 비정형 곡면 및 곡선
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제 1 장 서 론

  

1.1 연구 배경 및 필요성

현재 선박 및 해양플랜트와 같은 복잡한 형상 구조물은 NURBS(Non-unif

orm rational B-spline) 기반으로 표현되어 있는데, 형상 구조물 모델링 작

업을 수행할 경우 3차원 CAD 시스템을 사용한다.

CAD시스템을 활용하여 복잡한 형상을 모델링 할 경우에 Intersection, Off

set, Projection 과 같은 기능을 수행하게 된다. 이러한 기능을 수행할 경

우, 불균일한 곡선(Knots가 규칙적으로 되어있지 않은 곡선)이 생성된다. 

불균일한 곡선이 생성되면 CAD 시스템에서 형상 모델링의 후속작업을 수

행 할 때 사용되는 최단거리 계산 오류가 발생한다. CAD 시스템에서 최

단거리 계산이 필요한 이유는 Fig.1에서 보는 것과 같이 마우스 위치로부

터 곡선의 끝점, 중간지점, 수직점, Tangent점 등 사용자가 원하는 위치에 

가면 자동으로 인식하는 Object Snap인 OSNAP 기능을 수행하기 위해서 

컴퓨터는 끊임없이 최단거리 계산을 한다. 또한 3차원 CAD 프로그램 사

용하는데 있어서 Fig.2에서 보는 것과 같이 기하학 모델들 간의 Surface와 

Surface를 연결하는 작업을 수행 할 경우에 최단거리 계산이 필요하다. 

하지만 앞에서 언급한 것처럼 불균일 곡선이 생성되면 최단거리 계산에 

오류가 수반된다. 이러한 문제를 발생하지 않기 위해서 기존 상용 CAD 

프로그램에서는 불균일 곡선이 발생하면 균일한 곡선(Knot가 균일하게 분

포되어 있는 곡선)으로 정제해주는 Refit기능이 있다. 이러한 과정을 통해 

최단거리를 계산할 경우, 균일한 곡선을 이용하여 최단거리를 계산한다. 

그러나 Refit 기능을 수행하면 정제된 곡선인 균일한 곡선이 생성되므로 

사용자가 얻고자하는 정확한 곡선을 생성하지 못하며 불균일한 곡선이 생

성될 경우, 임의의 점으로부터 최단거리 계산하는데 한계가 있다. 이러한 

문제를 개선하기 위해 기존의 균일한 곡선에 적용한 최단거리 계산 알고
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리즘을 불균일한 곡선까지 확장하여 최단거리를 구할 수 있도록 향상시켜 

적용한다. 구현 된 알고리즘은 사용자가 쉽게 가시화 할 수 있도록 사용

자인터페이스(MFC)와 범용 그래픽라이브러리(OpenGL)를 이용하여 GUI 프

로그램을 구축 하도록 한다.
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Fig.1 OSNAP 기능

Fig.2 Connecting Surface and Surface 
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Fig.3 Refit 기능 수행 전 곡선

Fig.4 Refit 기능 수행 후 곡선
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설  명

< Intersection >

복잡한 형상을 모델링 할 때 

Surface 교차 경우 사용한다.

< Offset >

보강제 두께 모델링 및 외판두께 

모델링 할 때를 사용한다.

< Projection >

3차원 모델을 2차원의 모델로

표현할 때 사용한다.

Table1. Intersection, Offset, Projection
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1.2 연구 내용

불균일한 곡선을 생성하기 위해서 선체 모델링 중 복잡한 형상을 가진 곡

선 중 일부를 추출하여 활용하였으며, 최단거리 계산에 이용되는 Newton

-Raphson법에 적용하여 균일한 곡선에서의 최단거리 계산과 불균일 곡선

에서의 최단거리 계산을 비교하였으며, 불균일 곡선에서 Newton-Raphson 

기법이 적용되지 않는 원인에 대해서 파악하고, 해결방안을 제시하여 불

균일 곡선에 기존 Newton-Rapshon 기법 알고리즘이 적용되지 않는 부분

을 수정하고, 새로운 알고리즘을 추가하여 기존의 Newton-Raphson 기법

을 향상시킴으로서 불균일한 곡선에서도 최단거리 계산이 가능하도록 하

였다. 
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제 2 장 주요 기술에 대한 기본 이론

2.1 개요

본 연구에서 사용된 주요 이론에 대한 정리이다. 곡선 및 곡면 표현기술

인 NURBS와 기본적인 곡선, 최단 거리 계산 기법 중 하나인 Newton_Rap

hson 기법, 데이터 구조, 범용그래픽라이브러리(OpenGL)가 연구에 활용 

되었으며 이에 대한 기본 이론과 설명을 기술 한다. 2장에서 주요 기술들

을 정리함으로 이후 자세한 설명은 하지 않도록 한다. NURBS와 Newton-

Rapshon은 주요 연구에 모두 활용 되었다.  

2.2 OpenGL 그래픽스 라이브러리

OpenGL(Open Graphics Library)의 약자로, 시초는 1982년 실리콘 그래픽

스(SGI)가 유닉스용으로 개발한 그래픽 라이브러리인 IRIS GL이다. 최초 

2D용으로 개발되었다가 자사의 그래픽 워크스테이션을 위해 3D로 업그레

이드되었다. 특정 기계를 위해 만든 라이브러리다보니 이식성이 부족했

고, 특허 문제로 인해 범용적으로 사용하기도 어려웠다. 그래서 여러 회

사들과 OpenGL ARB(Architecture Review Board)를 결성하여 표준화 작업

을 진행하였다. IRIS GL의 범용성과 이식성을 개선하여 1992년 개방형 라

이브러리를 다시 만든 것이 OpenGL이다. 특징은 개방되어 있고 무료이며 
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이식성이 뛰어나다. 앞에서 언급했던 것처럼 개방된 표준이므로 플랫폼에 

독립적이다. 운영체제와 연관된 부분이 없고 디바이스 드라이버를 통해 

하드웨어를 직접 제어하므로 드라이버만 존재하면 모든 하드웨어 환경에

서 실행할 수 있다. 대부분의 테스크탑 환경, 모바일 환경은 물론이고 

PlayStation, Nintendo 등의 게임기 등에도 광범위하게 이식되어 있다. 그

리고 간단한 함수들로 구성되어 있으므로 개발 언어에도 독립적이다. 

C/C++, C#, JAVA, Python 등 대부분의 언어에서 사용 가능하며, 문서와 

예제가 풍부하고 재사용한 코드를 쉽게 구할 수 있다는 것이 큰 이점이

다. 또 그래픽 프로그램이 요구하는 속도를 충분히 만족한다. 그리고 하

드웨어의 가속 기능을 최대한 활용하여 효율적으로 동작한다.

2.3 GUI

GUI는 Graphic User Interface의 약자로 텍스트 위주의 화면이 아닌 

그래픽을 통해 사용자와 컴퓨터간의 인터페이스를 구현하는 것을 

뜻한다. 처음 컴퓨터와의 사용자 인터페이스가 그래픽이 아닌 텍스

트와 키보드 중심이며, 많은 명령어들을 외워야하는 불편함 때문에 

생겨났다. 검정색 바탕의 화면에 텍스트만 나왔던 DOS의 명령어 인

터페이스가 GUI가 나타나기 이전의 대표적인 사용자 인터페이스의 

예이다. 키보드로 명령어를 입력하는 대신 마우스를 이용하여 동작

이 가능한 메뉴 기반의 인터페이스는 DOS와 같은 명령 중심의 인

터페이스와 GUI사이의 중간단계의 인터페이스라고 할 수 있다.

오늘날 대부분의 운영체계는 그래픽 사용자 인터페이스를 지원한

다. 응용프로그램들도 대부분 운영체계와 함께 따라오거나 또는 자

신들만의 GUI요소와 아이디어를 추가하여 사용한다. 우리가 흔히 

아이콘이라고 부르는 것이 GUI의 예이다. 

GUI는 실제 생활에서 잘 알려진 하나 또는 그 이상의 객체들을 비
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유적으로 사용하는데, 그 예로는 바탕화면이나 윈도우 창을 통해 

보는 것 등이 있다. GUI의 요소들은 윈도우, 풀다운 메뉴, 단추틀, 

스크롤바, 아이콘 이미지, 위저드, 마우스 등을 포함 한다.

GUI의 일부로서 멀티미디어의 사용이 증가함에 따라, 많은 응용프

로그램에서 소리, 음성, 동영상 및 가상실 인터페이스 등도 GUI의 

일부가 될 것으로 보인다. 어떠한 시스템의 그래픽 사용자 인터페

이스는 그것의 입력장치들과 함께 그것의 look-and-feel’이라고 불

린다.

2.4 NURBS

2.4.1 NURBS

   
  





( : the number of control points,  : control points)

Fig.5 NURBS Equation

NURBS는 Non-Uniform Rational B-spline의 약자로서 정형화되지 않은 

함수의 곡선이라는 뜻(Piegl L, Tiller W(1997))으로, 3차원 기하체를 수학

적으로 재현하는 방식 중 하나로서 2차원의 간단한 선분 원, 호, 곡선부

터 매우 복잡한 3차원의 곡선이나 곡면까지 정확하게 표현할 수 있으며 

편집이 쉽다는 특징이 있다. 이러한 특징을 가지고 있기 때문에 상용 

CAD 프로그램(3D MAX, Auto cad, Rhino, NX 등)에서 사용된다.
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Fig.6 NURBS

2.4.2 Control Point 

NURBS 곡선은 곡선의 차수에 1을 더한 수 이상의(Degree+1) Control 

Point를 가진다. NURBS 곡선의 형태를 바꿀 수 있는 가장 쉬운 방법이 

바로 C.P(Contol Point)를 움직이는 것이다. C.P는 무게(Weight)와 관련이 

있는데 무게는 대부분 양수를 나타낸다. 한 곡선의 모든 C.P들이 같은 무

게를 가지고 있을 때 일반적으로 1인 곡선을 비유리(Non-rational)이라고 

한다. 실생활에서 대부분의 경우 NURBS 곡선은 유리하지 않다.
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Fig.7 Knots, Control Point

2.4.3 Knots

Knot(매듭)이란 곡선의 차수에 C.P의 개수를 더한 뒤 다시 1을 뺀 수들의 

목록을 의미한다. 이러한 수의 집합을 Knot vector(매듭 벡터)라고 하며, 

여기서의 벡터는 3d에서 사용되는 방향을 의미하지 않는다. 이러한 수의 

목록이 ‘매듭’이 되기 위해서는 여러 가지 조건을 만족시켜야 한다. 먼

저 목록 내의 수가 뒤에 있을수록 수의 값이 그대로 이거나 증가해야 한

다. 또한 같은 값이 반복될 경우 그 횟수는 곡선의 차수보다 클 수 없다. 

예를 들어 3차에 11개의 컨트롤 포인트를 가진 NURBS 곡선의 경우, 

0,0,0,1,2,2,2,3,7,7,9,9,9을 그 매듭으로 가질 수 있다. 하지만 0,0,0,1,2,2,2,2,

7,7,9,9,9는 성립하지 않는데 그 이유는 2가 네 개이기 때문이다. 매듭 내

에서 특정수가 반복될 경우 그 횟수를 ‘매듭 반복횟수(knot’s 

multiplicity)’라고 한다. 

위의 예를 다시 보면 매듭 값 0은 반복횟수가 3이며, 1은 1번, 2는 3번, 7

은 2, 9는 3이다. 반복횟수가 차수와 같을 경우 이 매듭을 ‘최대반복매

듭(full-multiplicity knot)’이라고 한다. 즉 이 예시에서 최대반복매듭은 0, 

2, 9이다. 매듭 값이 한 번만 나타나는 경우에는 이를 단순 매듭(simple 

knot)이라고 한다. 위 예시의 경우 1과 3이 바로 ‘단순 매듭’이다. 매듭 

내에서 특정수가 반복될 경우 그 횟수를 ‘매듭 반복횟수(knot’s 

multiplicity)’ 라고 한다. 이러한 매듭 값이 시작과 끝이 아닌 중간에서 

반복 된다면, 이것은 해당 NURBS 곡선이 덜 부드럽다는 것을 의미한다. 

극단적으로 어떤 NURBS곡선에서 ‘최대반복매듭’이 매듭 목록의 중간

에 있다면 이 곡선은 이 부분에서 더욱 급하게(kink) 구부러지는 것을 의

미한다. 이러한 특성을 이해한다면 컨트롤 포인트를 움직이는 것뿐만 아

니라 매듭을 더하거나 제거하면서 곡면을 디자인 하는 것이 가능하다. 매

듭을 NURBS 곡선에 더해도 그 형상은 바뀌지 않는다. 하지만 Knot을 제
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거하게 되면 일반적으로 곡선의 형상은 변하게 된다.

2.4.4 Degree

Degree는 NURBS 다항식의 차수이다. 수학에서 사용되는 2차 함수, 3차 

함수 등을 얘기할 때 쓰는 방정식의 차수를 뜻한다. 즉, Degree = 1이라

는 것은 1차 함수의 곡선을 말하는 것이므로 곡선은 직선이 된다. Degree 

= 3인 경우, Control Point를 하나 움직였을 때 곡선이 변화하는 Control 

Point가 3번째까지라는 것이다. 

      Fig.8 Degree

2.4.5 균일 곡선과 불균일 곡선 비교

· 균일 곡선

Fig.9 Regular Curve
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균일 곡선이란, Knots가 일정하게 분포가 되어있는 곡선을 말한다. Knots 

Vector가 균등하기 때문에 parameter가 균등하게 되어있다. 이러한 곡선

을 균일 곡선이라고 한다. 곡선을 속도에 비유하면, 곡선의 속도가 일정

한 속도를 가지는 곡선을 말하며, Fig.6에서와 같이 구간별로 속도가 같은 

것을 알 수 있다. 일반적으로 사용 CAD 프로그램에 사용되는 곡선이다.

· 비균일 곡선

Fig.10 Irregular Curve

비균일 곡선이란, Knots가 일정하지 않게 분포가 되어있는 곡선을 말한

다. 즉, Knot Vector가 비균등하기 때문에 parameter가 균등하지 않게 되

어있다. 그래서 곡선의 속도가 일정하지 않으며, Fig.7에서처럼 어떤 구간

에서는 곡선의 속도가 빠른 속도로 가다가 어떤 구간에서는 곡선의 속도

가 천천히 가는 곡선을 말한다. 그래서 곡선을 등분하면 일정하게 등분 

되지 않는다.

2.5 최단거리 기법 비교

최단거리 계산에 필요한 방정식의 근을 구하는 기법에는 수치해석을 이

용한 이분법, Muller법, Secant법, Newton’s 법 등의 기법이 있다. 
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2.5.1 이분법(Bisection method)

이분법은 방정식의 근을 구하는 가장 기초적인 방법으로서 구간[a,b]의 

양 끝점 사이에 근이 존재한다고 가정을 하는 구간법의 종류이다. 와 

의 부호는 반대이고, 두 수 사이에 근을 반드시 포함하는 두 개의 초

기값이 필요하며, 수렴성이 좋다는 장점이 있다. 하지만 수렴속도가 느리

고, 중근을 갖는 경우 부호변화가 나타나지 않을 수 있는 단점이 있다. 

Fig.11 Bisection method

2.5.2 할선법(Secant method)

  

할선법은 ′의 근사값을 이용하여 x절편을 구하는 방법이다. 할선법으

로 방정식   의 해를 구하기 위해서, 해 근방의 두 점 , (초기

값)을 잡는다. 두 점 (,),(,)을 지나는 직선을 구하여 이 직선

이 x축과 만나는 점의 좌표를 로 잡는다. 다음에 를 버리고 (,)

, (,)를 잇는 할선의 절편을 찾는 것을 반복한다. 

일반적으로, 두 점 (,),(, )을 지나는 직선의 방정식은 
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′  

  

Fig.12 Secant equation 

이므로 x축과 만나는 점은 y=0으로 놓고 x에 대하여 풀면 된다.

   Fig.13 Secant method

2.5.3 Muller법(Muller’s method)

  

Muller법은 할선법의 연장으로서 인접해 있는 세 개의 점을 지나는 포물

선을 구하고, 이 포물선이 x축과 만나는 점을 다음 점으로 하여 계속 반

복하여 방정식의 근을 찾는 방법이다.
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Fig.14 Secant method and Muller’s method

2.5.4 고정점 반복법(Fixed-point interaction)

Fig.15 Fixed-point interaction

고정점 반복법은   의 형태로 나타내는 방정식의 해를 구하는 방법

이다. 만약 가 방벙식   의 해가 되면, 여기서 를 고정점이라고 

한다. 즉,    ∙∙∙임을 의미한다. 예를 들
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어, 임의의 상수 에 대하여  라 하면,  의 근이 고

정점이 된다. 즉  이면 이다. 정리하면, 함수 가 구

간 에서 연속이고 모든 ∈에 대하여 ≤≤이면 는 적

어도 하나의 고정점을 갖고, ′ ≤  이면 유일한 고정점을 갖는다. 

또한, 점화관계  를 만족하는 수열 
∞은 의 고정점에 수

렴한다.  

2.6 Newton’s 기법

2.6.1 Newton’s 기법

방정식   의 해를 근사적으로 찾을 때 유용하게 사용되는 방법이

다. 

(i) 근의 적당한 위치를 추정하여 이것을 초기값 라고 한다.

(ii) 에서   에 대한 접선은  ′이므로 이 

접선의 절편 은 방정식   ′을 만족하고, 이 식을 

에 대해서 풀면,

   ′ 


(1)

를 얻는다.

(iiii) 을 다시 초기값으로 하여 이 과정을 반복하면,

   ′


(2)

을 얻을 수 있다.
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(ⅳ) 이 과정을 표준화시키면,

   ′


(3)

을 얻을 수 있다. 이 과정을 뉴턴-랩슨 방법(Newton-Raphson method) 또

는 뉴턴의 방법(Newton’s method)이라 한다.

Fig.16 Newton-Raphson

Fig.12에서 만일 처음에 에서 시작했다면 그 다음 값은 가 될 것

이고, 에서 다시 접선을 그려보면 점차 실제 해에 가까워지는 것을 확

인할 수 있다. 이와 같은 과정을 계속 반복하다보면 해를 찾을 수 있다. 

이 내용을 수식화하면 아무 값이나 초기값 에서 시작하여 다음 수식에 

따라 수렴할 때까지 계속 를 이동시켜 나가는 것이다. 

※ 뉴턴의 방법은 모든 함수에 적용할 수 있는 것은 아니다. 뉴턴의 방법

으로부터 얻어지는 값들은 근에 점점 가까워져야 하며 원하는 정확도에 

도달할 때까지 계산을 해야 한다. 즉, 구하는 근사 값에서 함수 값을 계산
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해서 그 값이 0으로 접근하지 않는다면 그 값을 근사 근으로 택할 수 없

다.

방정식을 예로 들면   함수의 근을 구할 경우,

  이므로  이다. 중간값 정리에 의하

여   에서 근을 갖는다.

 이라고 하고 뉴턴의 방법을 적용해보면,

   ′







 



   ′


 





 


 
 

 
 


  
 



≈

≈

≈ ≈

부터는 숫자가 변하지 않는 것을 알 수 있다.

따라서  의 근의 근사값은 이다.

 ×으로 거의 0임을 알 수 있다.

종료 조건은 x값의 변화가 거의 없을 때까지이다.

Newton-Raphson(Newton’s)법의 특징은 상당히 단순함에도 불구하고 다

항식의 해에 ‘매우 빠르게’ 근접할 수 있는 특징이 있으며, 대부분의 

경우 4~5회 정도 시행하게 된다면 정도의 오차 내로 해를 구할 수 

있게 된다. 본 연구에서는 이러한 특징을 가지고 있는 Newton-Raphson 

기법을 이용한다.
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2.6.2 최단거리 기법 비교 및 Newton-Raphson 사용 배경

Table.2 Muller, Secant, Newton, Bisection

Muller 법 Secant 법 Newton 법 이분법
고정점 

반복법

반복횟수 2 7 4 11 13

백분율 

상대오차
0.014796% 0.0016% 0.0098% 0.0480% 0.04075%

CPU

TIME
0.0006333 0.0003654 0.0005118 0.0004467 0.0005135

Table.2에 정리한 것처럼 Muller법, Secant법, Newton법, 이분법을 비교해 

보았을 때 반복횟수, 백분율 상대오차, CPU TIME 값을 전체적으로 비교

해 보았을 때 Newton법이 가장 효과적인 기법이라는 것을 확인 할 수 있

으며, 그 결과 본 연구에서는 Newton-Raphson 기법을 응용한다. 
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제 3 장 Newton-Raphson 법을 활용한 최단거리 검색

  

3.1 선형 모델링의 NURBS 곡선

3.1.1 라이노(Rhino) 선형 모델링

선박에서 Lines 작업을 할 때 구간을 생성하여 Intersection과 같은 작업

을 통해서 Curve profile을 생성한다. 이러한 작업을 통하면 불균일한 곡

선이 생성되는데, 본 연구에서는 라이노(Rhino)를 이용하여 선형 모델링된 

것을 활용하여 비교적 복잡한 형상으로 생성되어 있는 선미부분의 곡선 

profile을 균일한 곡선과 불균일한 곡선을 이용하여 Newotn_Raphson기법

에 적용하여 확인하였다.  
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  Fig.17 라이노(Rhino)를 이용한 선형모델링

3.1.2 선도(Lines)

Fig.18 Sheer Plan, Half-breadth plan, Body plan

선박은 ‘선도’라 불리우는 축소된 도면위에 도학의 방식에 따라 표시된

다.선도는 실질적으로 3개의 투상면(Plans or views), 즉 측면도(Sheer 

Plan), 반폭도(Half-breadth Plan) 및 정면도(Body plan)로 이루어져 있다. 

측면도는 선박의 연직 종단면들의 모양을 나타내고, 반폭도는 선박의 수

평 단면들의 모양을 나타낸다. 그리고 정면도는 연직 횡단면들을 나타낸

다. 모든 선박은 세로 중심면(Longitudinal Center Plane)에 관하여 대칭이

므로, 선박의 한쪽 모양만을 나타내는 것이 보통이다.
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3.2 곡선과 임의의 점과의 관계 분석

   Fig.19 곡선과 임의의 점과의 관계 및 함수

   ′


(1)

·  

  

Newton’s 법을 활용하여 최단거리 탐색할 때 
함수를 곡선위의 함

수라고 하고 곡선 밖의 임의의 점을 라고 한다. 그러면 곡선위의 점과 

임의의 점사이의 
식이 나온다. 이 관계를 통해서    ∙ 관계

식을 알 수 있다.  
    

 ∙
′ 다음과 같이 나타낼 수 

있으며, 최종 는    
∙

′이다.  함수

가 중요한 이유는 두 개의 함수의 내적이 0이 되는 지점이 곡선과 임의의 
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′   ′∙
′  

 
∙

″

점과의 관계가 수직거리 및 최단거리 이다.

·  ′

′는 곡선위의 점에서 tangent인 함수이다. 즉, 곡선위의 점 함수인 

에서 수직인 함수이며 아래와 같이 나타낼 수 있다.

Fig.20 Curve profile of The stern   

Fig.16은 선미 쪽의 곡선 profile을 나타낸 것이다.

3.3 NURBS곡선에 Newton-Raphson 기법 적용

3.3.1 균일 곡선과 비균일 곡선에 Newton-Raphson 적용

라이노를 이용하여 얻은 곡선 profile을 균일한 곡선과 비균일한 곡선에 
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X값 수렴값

X1 0.047

X2 0.049

X3 0.054

X4 0.057

각각 Newton-Raphson기법을 적용하였다. 

Fig.21 Regular Curve for Newton’s

Table.3 균일 곡선에 대한 Newton’s 결과표

Fig.17은 균일한 곡선에 Newton-Raphson 기법을 적용한 결과이다.

왼쪽의 결과표에서 보는 것처럼 X값이 증가함에 따라, 즉 시간이 지남에 

따라 한 곳에 수렴하는 것을 확인할 수 있다. 이것으로 균일한 곡선에 

Newton-Raphson 기법이 적용되는 것을 알 수 있으며  그림을 통하여 최
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단거리를 찾는 것을 확인 할 수 있다. 

Fig.22 Irregular Curve for Newton’s

Table.4 불균일 곡선에 대한 Newton’s 결과표

X값 수렴값

X1 0.047

X2 0.596

X3 23.77

Fig.18은 비균일 곡선에 Newton-Raphson기법을 적용한 결과이다. 오른쪽

표의 결과표에서처럼 X값이 증가할수록, 즉 시간이 지남에 따라 값이 발

산하는 것을 확인할 수 있으며, 왼쪽 그림은 값이 최단거리에 수렴하는 

것이 아닌 다른 곳에 수렴하는 것을 확인할 수 있다. 
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3.3.2 구간별 NURBS곡선에 Newton-Rapshon 적용

Fig.23 최단거리 계산 가능 구간

Fig.24 최단거리 계산 불가능 구간
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Fig.25 최단거리 계산 가능 구간

Fig.에서 보는 것과 같이 곡선의 오른쪽 구간과 왼쪽 구간에서는 초기점

을 시작으로 한 점에 수렴하여 최단거리 계산이 가능하다는 것을 알 수 

있다. 하지만 Fig.에서 보면 곡선의 중앙 지점에서 최단 거리 계산에 오류

기 수반되는 것을 확인 할 수 있다. 즉, 불균일한 곡선에서 전 구간에 

Newton-Raphson을 적용하였을 때, 최단 거리 계산이 불가는 하다는 것을 

확인할 수 있다.

3.4 Line Searches and Backtracking 알고리즘 

  

최적화 기법에서 스텝(Step)의 크기를 결정하는 방법(NUMERICAL 

RECIPES in C)에 관한 것이다. 스텝의 크기가 너무 크면 발산의 위험이 

있고, 또한 극점 근처에서는 수렴속도가 느려지는 문제점이 있습니다. 그

리고 이차미분을 이용한 경우에도 변곡점 근처에서는 탐색이 불안정해지

는 문제점이 있다. 그런데 이러한 문제점의 원인은 스텝의 크기를 현재 

지점에서의 국소적인 변화만을 보고 정하는데 있다. Line search 방법은 

이동하고자 하는 방향을 따라서 실제 함수 값의 변화를 미리 살펴본 후에 
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이동할 양을 결정하는 방식이다. 

Line search 방법에는 여러 가지 방법이 있는데 그 중에서 Backtracking 

방법은 이동하고자 하는 방향을 따라서 최대한 멀리 간 다음에, 해당 지

점의 함수 값이 현재의 함수 값에 비해서 충분히 작아졌는지 검사한다. 

만일 충분히 작지 않다면 점차적으로 거리를 줄여가면서 다시 함수 값을 

비교한다. 그래서 충분히 작아졌다면 해당 지점으로 이동한다. 이동한 지

점에 다시 이동할 방향을 잡고 Line search 알고리즘을 적용하는 방식이

다. 그러나 Backtracking 알고리즘을 불균일한 곡선에 적용해본 결과, 원

하는 값을 찾지 못하는 것을 확인할 수 있었다. 즉, 이 방법은 적절하지 

못하다는 것을 알 수 있었다.

Fig.26 Backtracking line search
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제 4 장 최단거리 알고리즘 향상

4.1 프로그램 순서도

시    작

NURBS 곡선

초기값 검색

최단거리 탐색

                             수직 지점

                             종     료

Fig.27 Program Flowchart
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4.2 원인 파악 및 분석 

4.2.1 Newton-Raphson기법 내의  ′ 분석

본 연구에 활용된 Nwton-Raphson 기법 식을 보면 ′가 있는데 

그 중 분모()의 경우에 시간이 지남에 따라(Newton-Raphson이 진행

됨에 따라) 큰 변화가 없다. 반면, 분모인 ′와 같은 경우 시간이 지남

에 따라 급격히 변화하는 것을 확인할 수 있었다. 특히, 분모의 값이 작은 

값을 가질 때 발산하는 현상이 발생하여 한 곳에 수렴하지 못하여 불균일

한 곡선에서 원하는 최단거리를 얻지 못하는 것을 알 수 있었다.

4.2.2  초기값에 대한 원인

  

균일 곡선에서 일정하게 등분한 점과 곡선 밖의 임의의 점과의 거리를 

계산하여 각각의 거리 계산 중 최소거리를 초기값으로 시작하여 Newton-

Raphson 기법을 적용하여 최단거리를 계산하였다. 이러한 방식은 불균일 

곡선에 parameter가 일정하게 등분이 되지 않는 오류가 수반되어 적용되

지 않는 것을 확인하였다. 그러므로, 균일 곡선에서 초기값 구하는 방식

을 불균일한 곡선에 동일한 방식을 적용할 경우, 원하는 초기값을 얻지 

못하여 최단거리를 찾지 못하는 것을 확인하였다.
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4.2.3 균일 곡선과 비균일 곡선 초기값 비교

Fig.28 Regular Curve explanation

Fig.29 Irregular Curve explanation
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Fig. 21에서 곡선과 점과의 관계를 보면 비교적 일정한 간격으로 점과 

곡선과의 거리를 구할 수 있다. 등분한 직선거리 중 최소거리를 가지는 

곡선 위의 점을 초기점으로 시작하여, Newton-Raphson 기법을 적용한다. 

그 결과, 원하는 최단거리가 계산되는 것을 확인 할 수 있다. 즉, 적절한 

초기값이 설정이 되었고, 그 초기값으로 Newton-Raphson 기법이 정상적

으로 적용이 되는 것을 알 수 있다.   

하지만 Fig.22 경우엔, 곡선과 점과의 관계를 보면 균일 곡선과 다르게 점

과 곡선과의 거리가 균등한 간격으로 구할 수 없다. 임의의 점과 첫 시작

점(파리미터 값이 0인 지점)에서 거리가 구해지고 다음 점은 Knotvector가 

0.1인 지점(0.1은 임의로 정해준 값)부터 거리를 구할 수 있다. 0.1인 지점

부터 거리를 구할 수 있는데, 일정한 간격으로 거리를 구한 값 중 최소거

리를 초기값을 시작하는 것과 달리, 일정한 간격으로 등분이 안 되기 때

문에 최소거리를 얻을 수 없다. 그러므로, Newton-Raphson 기법에 적용

하여 최단거리 계산이 어렵다. 

4.3 원인 분석에 따른 해결방안

                                               

4.3.1 곡선의 길이에 따른 등분

Fig.30 [a, b]에 범위의 곡선길이
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함수 로 되어있는 곡선의 a에서 b까지의 길이를 구하는 것을 Arc 

Length라고 한다. Arc Length를 구하는 방법은 곡선을 구분구적법을 통해 

미세하게 나눠가며 구간사이의 길이를 점차적으로 근사해 나가는 방식으

로 구한다. 

Fig.31 선형을 이용한 곡선 길이

Fig.24는 곡선의 길이를 구하는 가장 간단한 방법이다. 양끝 점을 연결하

여 선형의 길이를 구하는 방식이다. 하지만 곡선의 길이가 정확하지 않는 

것을 알 수 있다. 이런 방식으로 2구간, 4구간, 8구간 등 구간을 더 많이 

나누며, 무한히 많은 구간으로 나눈 후 구간에서의 선형 길이를 구하여 

직선의 길이를 합치면 곡선의 길이를 구할 수 있다.  
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     Fig.32 2구간 등분

Fig.33 4구간 등분  

  



- 36 -

          

Fig.34 8구간 등분

Fig.25, Fig.26, Fig.27처럼 2구간, 4구간, 8구간으로 늘어날수록,  곡선

의 정확한 길이를 구할 수 있다. 

Fig.28은 Arc Length 구하는 구간 중 일부 구간을 확대한 그림이다. 임의

의 구간에 대해서 양끝점을 이은 직선은 Fig.28과 같이 표현되며, 그 길이

는 피타고라스 정리에 의해

Fig.35 피타고라스에 따른 직선
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  ∆ ∆ 와 같이 나타낼 수 있다. 이러한 직선구간을 구하여 모두 

합치면 곡선의 길이를 구할 수 있다.

4.3.2 최대, 최소 범위 설정 및 값 탐색

Fig.36 최대, 최소값 설정

앞의 설명과 같이, 파리미터로 곡선을 등분하는 것이 아니라  Arc Length

즉, 곡선의 길이로 균등하게 등분한다. 길이에 따라서 균등하게 등분을 

할 경우, 불균일한 곡선의 경우에도 일정한 간격으로 등분이 된다. 위의 

그림에서 보는 것과 같이 한 지점을 초기값으로 설정하였을 경우, 최대, 

최소값을 초기값 이후의 값과 이전의 값으로 설정하여 초기값 다음의 값

이 최대, 최소 범위를 벗어나지 않도록 하는 방법이다. 최대, 최소 범위를 

설정하는 이유는 구하고자 하는 최단거리 값이 최대, 최소 범위 안에 존

재하기 때문이고, 초기값 다음 값, 즉 두 번째 값이 너무 큰 범위를 벗어

나서 발산하는 것을 방지하기 위한 것이다.  
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4.3.3 Newton-Raphson 식에 adaptive value K를 설정

  Fig.37 adaptive value K 적용

위의 그림에서 보는 것과 같이 초기 값을 설정해준 후, 다음 값이 최대 

범위 밖으로 나가면, Newton-Raphson 식에 adaptive value인 K를 곱하여 

최대, 최소범위 안에 들어올 수 있도록 한다. 이 범위 안에 들어오지 못했

을 경우 위의 K보다 더 작은 값을 Newton-Raphson 식에 곱하여 준다. 이

렇게 최대, 최소 범위 안에 들어올 때까지 이러한 작업을 반복하여 한 곳

에 수렴하는 값을 찾는 방법이다.    

4.4 향상된 알고리즘 적용 

원인 분석 및 향상된 알고리즘을 불균일한 곡선에 적용한 결과이다. 앞에

서 언급한 구간별로 Newton-Raphson을 적용해본 결과, 일부 수렴하지 않

는 구간이 있었다. 하지만 향상된 알고리즘을 적용해본 결과 초기값에 대

한 문제, 발산하는 문제, 원하는 값에 수렴하지 않는 문제 등을 해결함으

로써 사용자가 원하는 값에 수렴가능하게되어 불균일한 곡선에서도 최단 
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거리 계산이 가능한 결과가 나오는 것을 Fig.을 통하여 알 수 있다.

Fig.38 불균일 곡선에 향상된 알고리즘 적용

Table.5 불균일 곡선에 향상된 알고리즘 적용 결과표

 수렴값

 0.050

 0.029

 0.022

 0.022
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제 5 장 결   론

  

5.1 결  과

기존의 상용 3D CAD 프로그램에서 모델링 작업시 후속작업에 사용되는 

최단거리 계산할 경우, 균일한 곡선에서는 오류가 수반되지 않으나 불균

일한 곡선에서는 최단거리 계산시 오류가 수반되었다. 본 연구에서는 균

일 곡선과 불균일 곡선에서의 최단거리 계산을 비교, 분석하여 오류가 수

반되는 원인을 찾았으며 균일 곡선에 적용된 최단 거리 계산 방식인 

Newton-Raphson법을 이용한 알고리즘에 adaptive value K를 곱하여 향상

시킨 알고리즘을 적용하여 테스트하였다. 그 결과, 불균일한 곡선에서 찾

지 못했던 최단 거리를 찾는 것을 확인 할 수 있었으며, adaptive value K

를 곱하는 방식은 일정 범위를 벗어나면 적용한 알고리즘을 통해서 범위 

안에 들어올 때까지 adpative value K를 계속 곱하여 준다. 일정 범위 안

에 들어오면 이 함수는 종료되면서 최단 거리 계산이 가능하게 된다.

이러한 알고리즘을 통해 적용된 최단 거리 계산 사용자가 쉽게 가시화 할 

수 있도록 그래픽라이브러리(OpenGL)과 MFC를 이용하여 GUI 프로그램을 

설계하였다.

본 연구를 통해서, 기존 상용 3D CAD 프로그램에서 곡선 모델링 작업시 

Refit기능을 통한 곡선이 아니라 사용자가 원하는 곡선을 정제 과정없이 

좀 더 정확한 값의 곡선에서 최단 거리 계산이 가능하게 되었으며, 이 최

단 거리 계산이 응용되는 OSNAP기능을 정확하게 수행할 수 있게 되었으

며 CAD 프로그램이 향후 더 발전될 수 있는 가이드라인을 제시하였다.
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5.3 향후 과제

  현재 3차원 NURBS 곡선에 한해 향상된 Newton-Raphson 기법을 적용

하여 최단거리를 계산하지만 추후, NURBS 곡선뿐만 아니라 NURBS 곡면

에도 이와 같은 기법이 적용될 수 있도록 알고리즘을 구현할 필요가 있

다. 또한, 기존 상용 3D CAD 프로그램에서의 더 많은 곡선 모델링 후 오

류에 대한 검증과 확인이 필요할 것이다. 그리고 이를 통해서 향상 된 알

고리즘에 대한 더 많은 검증이 필요하며, 검증을 통하여 adaptive value K

값을 결정하는데 더 정확한 값을 계산하고 더 빠르게 값을 얻을 수 있도

록 추가 연구 필요성이 있다.
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