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on Global Matrix Method
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K yu H oon Choi

Department of Ocean Engineering

Graduate School of Korea Maritime University

Abs tract.

T he formation of crack in elastic media such as fluid- load plate generates elastic

w aves in a radiation pattern being dependent on the actual fracture process and the

s tratification of medium. In case of horizontal s tratification, this phenomenon can be

idealized and mathematically modeled describing the directionality of the acoustic

emission produced by compact cracks in such an environment.

T he object of the research has been to develop an analytical and numerical

model of the elastic w ave field in range independent elastic environments for

various seismic source mechanisms. T he source types being cons idered are dip slip,

s trike slip and tens ile crack. F irs t , the compact source representations w ith fault

surface in an arbitrary direction w ill be derived, and incorporated in a numerical

model for propagation in s tratified elastic media to yield the seismo- acoustic field

produced by more complete cracking mechanisms.

T he developed model is applied to the acoustic radiation from three directional

crack in fluid- load plate. T he developed model can be applied to the source

invers ion problem, i. e. the characterization from acoustic emis sion w ith the purpose

of obtaining a better understanding of the ocean structure of self noise in fluid- load

plate.
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1. 서 론

해양 환경에 있어서 수중음향은 세계 대전 이후 군사적인 측면에서 시작된 연구이다.

2차 세계대전 이후에 산업전반에 대한 요소기술의 발달로 잠수함과 같은 표적에 있어

서 방사소음준위가 낮아지고 은닉성이 향상됨에 따라 이를 탐지하기 위해 음압준위에

영향을 주는 주변소음에 대한 연구가 소음 원인과 해역별로 활기를 띄게 되었으며, 해

양 음향 환경에 대한 모델의 개발에 중점적인 연구가 이루어 졌다. 그러나 거친 해수면

과 비균질 해저 지질층을 경계로 전파되는 음파에 대해 그림 (1.1)과 같은 해양 환경

모델은 여러 가지 제한적 조건을 가지며, 각각의 조건에 따라 다양한 수치 모델로 개발

이 되었다. 이러한 수치 모델은 최근 해양 계측 및 원격 탐사 분야의 활성화를 기반으

로 전지구적 규모의 온도변화와 관련해서 음향 토모그래피(tomography)실험에도 많은

역할을 차지하고 있다.

그림 1.1 다양한 음파 전달의 해양 환경

해양 환경 모델은 수중음향 분야에서 계절 및 지역별 해양 환경에 따른 음파 방사

및 전달 특성 해석과 이에 따른 소나 운영에 있어 탐지 거리 예측, 그리고 음파 탐사와

관련하여 전달 또는 반사 모델을 통한 해양 저질층의 관측자료 해석 등에 이용되는데,

이러한 분야에 국한되지 않고 적층 모델로 모델링 될 수 있는 복합재료의 구조물에서
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엔진 또는 유체 소음 판(plate) 또는 표면 처리된 판(coated plat)등에 전달 손실 예측

및 음향 차폐 연구와 표면 처리에 의한 반사 계수 감소 연구에도 적용된다. 따라서 본

논문은 해양 환경에서 수중에 잠겨있는 접수 평판에 대해 내부 균열에 의해 발생된 음

원의 해석적인 해를 구하고, 음원의 형태에 따른 음향 에너지의 방사현상을 이해하기

위한 것이다. 이것은 능동 혹은 수동 소나에서 표적 신호 해석을 위해 음파의 전달, 반

사, 회절 등의 현상을 이해하고 나아가 해양 구조물 등의 안전 진단 등 기본 자료로 사

용되어 진다.

1.1 연구 목적 및 필요성 .

일반적으로 해양에서 수중에 잠겨있는 접수평판의 내부균열에 의한 음향 에너지의

방사는 매질의 환경과 음원의 방사 형태에 의존적인 탄성파를 발생시킨다. 몇 가지 문

제에 있어 이러한 현상은 성층화된 탄성 매질에서 방사되는 지향성 음원에 대해 주어

진 Green 함수의 해로부터 이상화 될 수 있으며 수학적으로 표현 가능하다. 이러한

Green 함수의 해는 시간과 공간의 적분으로 계산되는 파장의 영역에 대한 조합으로 유

도되며, 이동음원과 같이 좀더 복잡한 균열의 생성과정에 의해 발생하는 음장을 나타낸

다. 여기서 수학적 모델은 측정된 데이터로부터 음원의 메커니즘을 결정하기 위한 역문

제(inverse problem)와 축적된 데이터를 가지고 특정지역에 대해 관심 있는 환경요소를

예측하기 위한 정문제(forw ard problem)로 나뉘게 되며, 이러한 모델의 이론적 배경은

지진 음향학에서 관측된 데이터로부터 지질학적 구성을 규명하는 중요한 수단으로 출

발하였다.

본 연구의 취지는 다양한 음원의 메커니즘을 적용하여 거리종속 환경에서, 그림 1.2

와 같이, 주변 환경과 구분되는 내부 음원으로부터 접수평판에 음향 에너지가 방사되

는 현상과 그에 따른 시간 응답을 구하기 위해 탄성파 영역의 모델을 개발하는 것이다.
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1.2 연구 동향 .

접수 평판에서 내부 음원에 의한 음향에너지의 방사 현상을 이해하기 위해 적용되는

전달모델을 설명하기에 앞서 일반적으로 해양 환경에서 음향 에너지의 방사현상과 전

달 모델을 위한 연구동향은 다음과 같다.

수중음향 모델은 그림 (1.3)과 같이 적용되는 환경에 따라 크게 두 가지, 즉 거리 독

립 모델과 거리 종속 모델로 나눌 수가 있다. 우선 거리 독립 모델은 수중음향 환경이

수평방향으로 무시할 수 없는 양으로 변할 때, 비교적 정확하게 음파 전달을 예측할 수

있는 방법으로 거리 종속 환경에 비하여 휠씬 복잡하며 계산 시간이 길고 방법마다 장

단점이 있다. 우선 음선 이론은 환경 모델에 따라 다르지만, 별로 어렵지 안게 적용될

수 있는 반면, 음원의 빔 패턴과 무관한 수치적 모델로, 유체에 제한적으로 사용되며,

탄성 매질에 대해 P파와 SV파의 결합 때문에 한번 음선이 경계면을 통과할 때마다 4

개의 음선으로 증가되어 탄성파의 모델에는 적합하지 않다.

또한 음선 이론은 기본적으로 고주파 근사 방법으로 음영지역 등이 나타나므로 임

계각으로 입사하여 경계면을 따라 진행하다가 다시 임계각으로 나오는 굴절파의 형태

로서 선두파(Head w ave)를 해석 할 수 없다. Modal Method는 계산상에 효과적인 알

고리즘을 제공하지만 수학적으로 근접지역(Near field)에서 근사식에 의한 해를 구하므

로 정확한 해를 구할 수 없고, 고주파수에서 존재하는 모우드의 수가 많아져서 복잡해

진다. 하지만 거리 독립 환경에 적용하는 것으로는 모우드 사이에 결합을 고려하지 않

는 단열(Adiabatic) Modal Method와 약한 결합을 고려하는 결합(Coupling) Modal

Method의 확장으로 두께 또는 깊이가 변화하는 도파관에 적용이 가능하다. 포물선 방

정식(Parabolic Equation)방법은 거리 독립 환경에 대해 음향 에너지 전달에 적용되는

방법으로 유체 영역에 제한적으로 사용되며 도파관의 변화를 적용할 수 있다. 이상의

방법이외에 유한 차분법(Finite Difference Method)과 유한 요소법(Finite Element

Method)이 있는데 이러한 방법들은 현재 수치적 프로세서가 제공하는 계산 능력의 제

한으로 인하여 주로 저주파에서의 단거리 음향 전파에 사용되며 많은 경우에 2차원적

인 문제를 풀기 위하여 사용되고 있다. 이외에서 수치 해석적 방법을 조합한 방법들이

개발되고 있으나 실용단계는 아직 아니다.
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그림 1.2 접수 평판 환경

실제 해양환경에 대해 좀 더 간단한 모델로 이상화된 것이 거리 종속환경인 경우이

다. 일반적으로 거리 종속 환경은 거리 독립 환경의 특별한 경우이므로 앞에서 언급한

방법들이 대부분 적용될 수 있으며, 해양 환경이 거리 종속 환경이라는 점을 이용하면

수치적 계산의 효율과, 수치적 수렴(Convergence), 불안정(Instability)등의 문제가 많이

해결되는 풀이 방법을 제공한다. 앞에서 언급된 음선 이론과 Modal T heory와 달리, 음

향 변환자 배열과 해양 퇴적층을 감쇄 계수가 있는 탄성체(Viscous Elastic Medium)로

모델링 할 수 있는 적분 변환 방법은 FFP(Fast Field Program) 또는 F ull Wave

Solution이라 불리는 방법이다. 이 방법은 우선 4개의 변수, 즉, ( r , , z , t )에 대한 편

미분 방정식인 파동 방정식을 주파수- 시간 푸리에 변환을 사용하여 Helmholtz 방정식

으로 바꾼 후, 거리에 대한 Hankel 변환 및 수평 방향의 각도 에 대한 푸리에 변환을

사용하여 깊이에 관한 상미분 방정식을 유도하고, 매질의 경계면에서 각각의 경계 조

건을 적용하여 식을 세우게 된다. 이 식을 행렬을 이용하여 풀기 때문에 GMM(Global

Matrix Method)라고 부르기도 하며, 행렬식으로부터 구한 해는 다시 역변환(Inverse

T ransform)을 하게 되는데 이 과정에서 흔히 문제가 되는 수치적인 수렴이나 불안정

문제를 해결하기 위해 중첩에 의한 방법이 사용된다. 이 모델은 유체 및 고체가 복합

적으로 구성된 경우에 적용 가능하고, 근거리에서 정확한 해를 제공하므로 접수 평판

환경과 같이 탄성매질과 해양음파의 상호 작용을 연구하는데 활용된다.
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그림 1.3 수중음향 전달 손실 모델의 분류

1.3 연구 방법

수평으로 분리된 탄성매질에서 파동방정식의 해를 구하기 위한 Fast F ield Programs

는 층상화된 경계면에서 수치적 음원에 의해 발생하는 음압의 계산을 위해 효과적인

알고리즘이다. 즉, 수심에 종속적인 Green 함수(Green' s function)에서 수평방향 파수

(horizontal w avenumber)를 결정하기 위해 수치적분법을 이용하는데 이는 변위와 압력

을 적분으로 표현하기 위한 방법이다.

몇 개의 층으로 구성된 매질의 환경은 직접 적분에 적합하지 않은 Bessel함수를 포

함하기 때문에 Marsh(1961년)에 의해 Hankel 함수의 근사식이 사용되었으며, 고속 푸

리에 변환에 의해 해를 구하기 위한 DiNapoli가 제안한 초기 FFP 모델은 T homson-

Hanskell 행렬 방법에 의해 유체 영역에 제한 적인 해를 구하는 것이었다. 이후에

Kutschale와 Harrison에 의해 수정되어 몇 개의 수신기에 대한 고체 영역에서의 모델

이 개발되었고, 최근 Schmit에 의해 각 경계면에서 환경의 요소를 음원의 항과 미지의

스칼라 포텐셜로 표현하여, 유한 요소 프로그램에서와 유사한 방법으로 국부 방정식을

전역 방정식으로 전환함으로써 다수의 음원과 수신기에 대한 효과적인 알고리즘을 제

공하게 되었다.

본 논문에서 제언된 음원은 폭발성 음원과 Point force, 힘 모멘트, 전단 균열, 그리
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고 인장 균열에 대해 고려하였다. 즉, 임의의 방향에 대해 단층의 표면에 간결한 음원

형태를 유도하고, 기본적인 Green' s 함수의 해를 구해 성층화된 탄성매질에서의 전달

을 위한 수치적 모델과 병합하였다. 여기서 구한 해는 이동하는 균열과 같이 좀 더 복

잡한 균열의 메커니즘에 의해 음원의 전파가 진행되는 지진 음향 영역을 유도하는 데

적용되며, 적층 매질의 전달에서 이방성 효과를 포함하게 된다. 따라서 적층 매질에서

지진음향의 방사 모델에 대한 접근은 다음과 같다. 균일한 매질에서 단일 체적력에 기

인하는 임의의 음원에 대해 시간 방정식은 Keilis - Borok' s에 의해 간단한 공식으로 유

도되며, 조화 음원 방정식을 고려하여 균일한 매질에서 변위의 불연속성을 효과적인 체

적력으로 대신하는 Burridge와 Knopeff의 결과와 표현 이론에 의해 진동음원의 형태를

나타낸다. 따라서 전단 균열과 인장균열 음원과 같이 고차원 음원은 확실한 방향에 대

해 힘 요소의 합이 된다. 측면으로 성층화된 매질에서 전체 해를 결정하기 위한 전달

모델에서 이러한 음원항의 합산을 위해 원통형 좌표계에서 거리 의존적인 Green 함수

는 음원의 각 형태에 따라 유도되어 진다. 본 논문은 3차원 Fas t Field Program으로

층상 매질에서 전달 모델의 해를 구하였다. 이와 같이 특별해를 구하기 위한 기술은 몇

개의 방위각에 대해 Fourier항 영역에서 효과적으로 동시적인 취급 때문에 선택되어

지며, 방향성 음원항을 수용하기 위해 개발되었다.

일반적으로 수평으로 층상화 된 매질에서 해는 원통형 좌표계를 사용하는데 이것은

직각 좌표계에서 x와 y에 대한 적분 변환식으로부터 역변환의 값을 구하는 경우에 수

치적 비효율성 때문에 복잡해지지만, 거리 종속 환경에서 원통형 좌표계에 의해 변수 r

에 대한 하나의 적분 변환식은 방위각에 대해 F ourier 합의 형태가 되는 것이다. 원통

형 좌표계에서 운동방정식은 방위각에 대한 F ourier 변환과 거리에 대한 Hankel 변환

식으로 수심 분리방정식이 되고, 수심 좌표 z에 대해 남아있는 상미분 방정식은 수평

경계면에서 적절한 경계조건에 의해 각 경계면에 대한 선형 방정식으로 구성돠어 된다.

각 매질에서 구성된 행렬은 각각의 방위각에 대한 Fourier 차수와 전체 매질에 대해

연속적 파동방정식으로 주어져 전체 행렬로 결합된다. 깊이 종속의 해를 각 매질에 대

해 구할 때마다 역 Hankel 변환이 각각의 방위각에서 Fourier 차수에 대해 실행하며,

주파수 영역의 해는 Fourier 차수의 합으로 구하고, 마지막으로 시간 영역의 해는 다시

주파수- 시간 역 Fourier 변환에 의해 구하게 된다.(그림 1.3 참조)
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그림 1.4 FFP Overview

1.4 논문 구성 .

본 논문은 6개의 장과 부록으로 구성되어 있다. 1장에서는 논문의 연구 내용과 목적

및 필요성에 대해 설명하고, 수중음향 모델에 대한 연구 동향과 FFP에 대한 대략적인

알고리즘을 설명한다.

2장에서는 진동음원을 유도하기 위한 표현 이론에 대해 단일 조합에 의해 임의의 체

적력을 구하고 3차원 방향성음원, 즉 Dip- slip, s trike- slip, tens ile- crack에 대한 변위

포텐셜을 유도한다.

3장에서는 Green 함수의 해로 주어지는 환경 모델을 구하기 위해 일반해를 구하고,

2장에서 유도된 음원의 포텐셜로부터 환경 모델과 병합하기 위한 특별해를 각각의 음

원에 대해 구한다.

4장에서는 앞에서 구한 접수 진동의 환경에 대해 경계면에서 경계 조건을 대입하여

전체 행렬로 풀기 위한 방법을 설명하고, 여기서 구한 해를 가지고 전달 손실 및 시간

응답을 얻기 위한 이론을 정리하였으며, 수치 예제로 3가지 음원 형식에 대한 시간 응
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답을 구한다.

5장에서는 본 논문에 대한 요약 및 결과에 대해 논의하고, 접수 진동문제를 실제 현

상에 적용하기 위한 연구 방향에 대해 언급하였다.
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2. 진동 음원에 대한 유효 체적력 표현 이론

균일한 매질에서 유효 체적력을 고려하기 위한 진동 음원의 표현 이론은

Keilis- Borok‘s의 결과로부터 유도된 힘의 조합 공식을 바탕으로 한다. 이것은 단일 힘

의 방사를 등방성 매질에서 수학적 중첩에 의해 힘과 변위에 대한 포텐셜로 표현한 것

이며, 단일 조합은 방향에 의존적인 형태로 적절히 유도된 힘으로부터 얻어진다. 따라

서 이중조합은 단일 조합의 선형 결합으로부터 유도함으로써 좀 더 복잡한 형태, 즉

dip- slip, s trike- s lip, tensile- crack등의 음원을 유효 체적력으로 나타낼 수 있다.

진동 음원의 수학적 묘사는 두가지 다른 방향에서 접근된다. 하나는 체적력에 의한

것이며, 다른 하나는 표면 균열에 의한 변위 또는 변형의 불연속성에 의한 것이다. 그

러나 일반적으로 진동음원의 유도과정에서 변위와 변형의 불연속성은 체적력에 의해

표현한다. 결과적으로, Burridge and Knopoff에 의해 사용되어진 표현 이론은 기본 운

동에 대한 등가의 체적력이 이중 조합에 의한 것임을 나타낸다.

체적력 f와 변위의 불연속성 [ u ] , 그리고 마찰력 [ T ( u, n )]에 대해 변위는 다음의

식으로 나타낸다.

u n ( xt ) =
∞

- ∞
dτ fp( , )G np( x, t - ; , 0)dV ( )

+
-

d {u i( , )c ijpqn jG np, q( x, t - , , 0)}

- [ T p ( u ( , ), n )]G np, q( x, t - , , 0)}d ( )

(2.1)

위의 식에서 첫 번째 항은 체적력에 의한 항이며, 두 번째와 세 번째항은 변위와 마

찰력의 비연속성의 항이다. 여기서 체적력과 마찰력을 무시하면, 두 번째항만 남으며,

다음의 관계식을 이용하면,

∂
∂ q

G np( x, t - ; , 0) = -
V

∂
∂ q

( - )G np( x, t - ; , 0)dV ( ) (2.2)
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그림 2.1 기본 운동 및 Green 함수에 의해 유도된 유효 체적력

변위의 불연속성에 기인하는 식 (2.1)의 두 번째항은 다음과 같다.

u n ( x, t ) = d
v
f [ u ]

p ( , )G np( x, t - ; , 0)dV ( ) (2.3)

여기서 변위의 불연속성 [ u ]에 대한 유효 체적력은

f [ u ]
p ( , ) = - [ u i( , ) ]c ijpqn j

∂
∂ p

( - )d (2.4)

식 (2.1)의 두 번째 항에서 변위의 불연속성에 대한 표면 적분은 식 (2.4)에서 체적력

의 적정한 형태로부터 표현되며, 이것은 식 (2.1)의 첫 번째항에서부터 유도된다.

예를 들어, 그림(2.1)에서 보인 것과 같은 운동에 대해 유효 체적력은 식 (2.4)로부

터 다음과 같이 유도 된다.

f 1( , ) = - M 0 ( 1 ) ( 2 ) ∂
∂ 3

X 0( )

f 2( , ) = 0

f 3( , ) = - M 0
∂
∂ 1

( 1 ) ( 2 ) X 0( )

(2.5)

여기서 등방성 매질에서 진동 모멘트 M 0 는 다음과 같이 정의한다.

M 0 = μu A = μ× av erag e s lip×fault area (2.6)
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따라서 식 (2.2)을 식 (2.3)에 대입하면,

u n ( x, t ) =
-

[ u 1]{ ∂G n1

∂ 3
+

∂G n3

∂ 1 }d (2.7)

위의 식(2.7)에서 가로안에 첫 번째 식과 두 번째 식은 그림 (2.1)에서 (b),(c)로 표현한 단일

조합의 항이다. 여기서 가 0이 될 때까지 모멘트의 크기가 존재하므로 두 개의 힘에 대해 단

일 조합은 각각의 단일 체적력으로부터 유도된다.

2.1 균일 등방성 매질에서 체적력에 의한 방사

Homogeneous Medium에서의 변위에 대한 운동방정식은 다음과 같다.

∇
2 u + ( + )∇ ( ∇· u ) + F = ∂

2 u
∂ t 2 (2.8)

( + 2 )∇ ( ∇· u ) - ∇×∇× u + F = ∂
2 u

∂ t 2 (2.9)

위의 식에 대해 각각 Divergence와 Curl을 취하면

c 2
c ∇

2
∇· u + ∇· F = ∂

2
∇· u
∂ t 2 (2.10)

c 2
s ∇

2
∇× u + ∇× F = ∂ 2∇× u

∂ t 2 (2.11)

여기서 c c = ( + 2 ) , c s = 이며, 각각 압축과 전단 파의 속도를 나타낸

다. 다음과 같은 힘의 포텐셜과 변위의 포텐셜을 도입하면,

F = ( X , Y , Z ) = ∇ + ∇×( L , M, N ) (2.12)
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u = ( u , v, w ) = ∇ + ∇×( F , G, H ) (2.13)

위의 식은 다음과 같은 파동방정식이 된다.

c 2
c ∇

2 + = ∂
2

∂t 2

c 2
c ∇

2 F + L = ∂
2 F

∂t 2

c 2
c ∇

2 G + M = ∂
2 G

∂t 2

c 2
c ∇

2 H + N = ∂
2 H

∂t 2

(2.14)

식 (2.14)에 대한 특별해를 구하면 다음과 같다.

= 1
4 c 2

c

1
r

' ( t - r
c c ) dx 1' dx 2' dx 3'

F = 1
4 c 2

s

1
r

L ' ( t - r
c s ) dx 1' dx 2' dx 3'

G = 1
4 c 2

s

1
r

M' ( t - r
c s ) dx 1' dx 2' dx 3'

H = 1
4 c 2

s

1
r

N' ( t - r
c s ) dx 1' dx 2' dx 3'

(2.15)

또한 위의 식에서 , L , M , N 는 다음과 같다.

= 1
4 ( X ' ∂r - 1

∂x 1
+ Y ' ∂r - 1

∂x 2
+ Z' ∂r - 1

∂x 3 ) dx 1' dx 2' dx 3'

L = 1
4 ( Z' ∂r - 1

∂x 2
- Y ' ∂r - 1

∂x 3 ) dx 1' dx 2' dx 3'

M = 1
4 ( X ' ∂r - 1

∂x 3
- Z' ∂r - 1

∂x 1 ) dx 1' dx 2' dx 3'

H = 1
4 ( Y ' ∂r - 1

∂x 1
- X ' ∂r - 1

∂x 2 ) dx 1' dx 2' dx 3'

(2.16)

여기서 t는 시간이며, r = ( x 1 - x 1 ' ) 2 + ( x 2 - x 2 ' ) 2 + ( x 3 - x 3 ' ) 2 이다. 위에서 변위의

포텐셜로 표현된 식 (2.15)는 기분적으로 무한 매질에 대해 포아송 방정식의 해로부터
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표현된다. 또한 힘의 포텐셜을 표현한 식 (2.16)은 벡터 포아송 방정식으로부터 유도된

해의 형태이다. 위의 식에서 단위 벡터양 X ' 는 가속도를 나타내며, 스칼라 양

X 0 ( t - r / c c ) 는 단위 힘을 가지는 음원의 시간함수를 나타낸다. 따라서 식 (2.16)을

식 (2.15)에 대입하여 변위 포텐셜을 표현하며, 변위 포텐셜의 체적 적분은 표면 적분의

변환에 의한 임의의 음원 방정식으로 계산된다.[Aki]

2.2 단일 조합 .

앞에서 정의된 체적 적분의 해를 구하기 위해 Keilis - Borok(1950)에 소개되어

Sato[29]에 의해 증명된 다음의 함수를 정의하면,

0 = 1
r

F ( t - r
c c ) , 0 = 1

r
F ( t - r

c s ) (2.17)

F ( t ) =
t

0
ds'

s'

0
X 0 ( s ) ds (2.18)

여기서 X 0 ( t )는 음원함수이다.

만약 그림 (2.2)과 같이 x 1 방향에 대해 F = X 0 ( t )의 힘을 가지는 음원의 포텐셜

은 식 (2.16)으로부터 다음과 같이 주어진다.

= 1
4 ( X ' ∂r - 1

∂x 1 ) dx 1' dx 2' dx 3'

L = 0

M = 1
4 ( X ' ∂r - 1

∂x 3 ) dx 1' dx 2' dx 3'

H = - 1
4 ( X ' ∂r - 1

∂x 2 ) dx 1' dx 2' dx 3'

(2.19)

위의 체적 적분식에서 음원의 시간 함수 X 0 ( t )에 대해 X ' = X 0 ( x' )일 때, 다음의
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그림 2.2 두 개의 체적력에 대한 합산.

관계식이 성립하므로

X ' dx 1' dx 2' dx 3' = X 0( t ) (2.20)

위의 식을 식(2.19)에 대입하면,

= -
X 0

4
∂r - 1

∂x 1
, L = 0 , M =

X 0

4
∂r - 1

∂x 3
, N = -

X 0

4
∂r - 1

∂x 2
(2.21)

을 얻는다. 위의 식(2.21)을 다시 식(2.15)에 대입하면 변위 포텐셜에 관한 식을 얻는다.

( r , t ) = - 1
( 4 c c) 2

1
r

X 0' ( t - r
c c ) ∂r - 1

∂x 1
dx 1' dx 2' dx 3'

F ( r , t ) = 0

G ( r , t ) = 1
( 4 c c) 2

1
r

X 0' ( t - r
c s ) ∂r - 1

∂x 1
dx 1' dx 2' dx 3'

H ( r , t ) = - 1
( 4 c c) 2

1
r

X 0' ( t - r
c s ) ∂r - 1

∂x 1
dx 1' dx 2' dx 3'

(2.22)

이제, 위에서 구한 (2.22)에 식 (2.17),(2.18)의 가정을 적용하면 변위 포텐셜의 체적

적분은 다음과 같이 주어진다.

= 1
4

∂ 0

∂x 1
, L = 0 , M = - 1

4
∂ 0

∂x 3
, N = 1

4
∂ 0

∂x 2
(2.23)
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이 식을 변위 포텐셜식에 대입하면,

u = ∇ + ∇×( F , G, H )

= ∇ + ∇×∇×( 1, 2, 3 )
(2.24)

여기서,

= 1
4 0 , 1 = - 1

4 0 , 2 = 0 , 3 = 0 (2.25)

이와 같이 각각의 3 방향에 대해 변위의 포텐셜을 확장하면 그림 (2)와 같이 9개

방향에 대한 식을 구할 수 있으며 각각의 경우에 대한 방정식은 다음과 같다.

(1.1) = - 1
4

∂
2

0

∂x 2
1

, 1 = 1
4

∂ 0

∂x 1
, 2 = 0 , 3 = 0 (2.26)

(1.2) = - 1
4

∂
2

0

∂x 1∂x 2
, 1 = 1

4
∂ 0

∂x 2
, 2 = 0 , 3 = 0 (2.27)

(1.3) = - 1
4

∂ 2
0

∂x 1∂x 3
, 1 = 1

4
∂ 0

∂x 3
, 2 = 0 , 3 = 0 (2.28)

(2,1) = - 1
4

∂
2

0

∂x 1∂x 2
, 1 = 0 , 2 = 1

4
∂ 0

∂x 1
, 3 = 0 (2.29)

(2.2) = - 1
4

∂ 2
0

∂x 2
2

, 1 = 0 , 2 = 1
4

∂ 0

∂x 2
, 3 = 0 (2.30)

(2.3) = - 1
4

∂
2

0

∂x 2∂x 3
, 1 = 0 , 2 = 1

4
∂ 0

∂x 3
, 3 = 0 (2.31)

(3.1) = - 1
4

∂
2

0

∂x 1∂x 3
, 1 = 0 , 2 = 0 , 3 = 1

4
∂ 0

∂x 1
(2.32)

(3.2) = - 1
4

∂
2

0

∂x 2∂x 3
, 1 = 0 , 2 = 0 , 3 = 1

4
∂ 0

∂x 2
(2.33)

(3.3) = - 1
4

∂
2

0

∂x 2
3

, 1 = 0 , 2 = 0 , 3 = 1
4

∂ 0

∂x 3
(2.34)

위의 식에서 이중 조합에 의한 힘의 표현으로부터 구하고자 하는 T ensile- crack,

Dip- slip, Strike- slip과 같은 방향성 음원 방정식을 유도한다
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.

그림 2.3 9개의 단일 조합

2.3 이중 조합

그림 (2.5)처럼 Dip- angle이 0도인 s trike- slip에서 유효 체적력으로 표현되는 이중

조합의 변위는 앞서 서술한 봐와 같이 두 개의 체적력을 조합함으로써 간단히 표현

된다. 즉,

u = + × ×( 1, 2, 3 ) (2.35)

여기서 각각의 포텐셜은 다음과 같다.
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= - 1
2

∂
2

0

∂x 1∂x 3
, 1 = 1

4
∂ 0

∂x 3
, 2 = 0 , 3 = 1

4
∂ 0

∂x 1
(2.36)

2.4 진동 음원에 대한 유효 체적력의 요약

2.4.1 Dip- s lip.

그림 (2.4)과 같이 dip- angle이 0인 dip- slip의 변위 포텐셜은 그림(2.4)에서 단일 조

합의 식 (2.3), (3.2)의 중첩형태로 표현된다.

그림 2.4 Dip angle 0인 경우 Dip slip (1) 기본 운동 표면 (2) 유효 체적력

= - 1
2

∂
2

0

∂x 1∂x 3
, 1= 0, 2 = - 1

4
∂ 0

∂x 3
, 3 = - 1

4
∂ 0

∂x 2
(2.37)

여기서 직각 좌표계에서 전단에 의한 진동음원의 표현은 Keilis - Borok' s의 결과로부

터 대상 표면에서 각각의 방향에 대한 좌표의 정의가 그림(3.2)에 나타나 있

다.[Aki,1,pp 117- 118]
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그림 2.5 Dip angle 0인 경우 Str ike s lip (1) 기본 운동 표면 (2) 유효 체적력

그림 2.6 Dip angle 0인 경우 T ens ile crack (1) 기본 운동 표면 (2) 유효 체적력

2.4.2 S trike- s lip.

dip- angle=0인 strike slip에 대해 유효 체적력을 표현하기 위한 이중 조합의 식은 두

개의 단일 조합식 (1,3), (3,1)의 간단한 조합으로 유도된다. 즉,

= - 1
2

∂ 2
0

∂x 1∂x 3
, 1 = 1

4
∂ 0

∂x 3
, 2 = 0 , 3 = 1

4
∂ 0

∂x 1
(2.38)

와 같다.
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2.4.3 T ens ile- crack.

tens ile crack에 대한 유효 체적력은 그림(2.4)에서 각각 진동 모멘트의 크기가 다른

식 (1,1), (2,2), (3,3)의 중첩형태로 주어진다. 즉, dip angle이 0인 평면에서 z 방향의 운

동 방향은 단일 조합(3,3)에서 + 2 M 0의 크기를 가지며, 다른 두 개의 요소는 M 0

를 가지는 tensile crack에 대한 변위 포텐셜은 다음과 같다.

= - 1
4

∂
2

0

∂x 2
1 |

M = M 0

- 1
4

∂
2

0

∂x 2
2 |

M = M 0

- 1
4

∂
2

0

∂x 2
3 |

M = + 2 M 0

,

1 = 1
4

∂ 0

∂x 1 |
M = M 0

,

2 = 1
4

∂ 0

∂x 2 |
M = M 0

, ( 2. 39)

3 = 1
4

∂ 0

∂x 3 |
M = + 2 M 0
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3. 수평 분리 매질에서 영역 표현

3.1 실린더 좌표계에서 파동방정식에 대한 일반해

그림 3에서와 같이 실린더 좌표계에서 수평방향으로 형성된 균일한 매질이며, 모든

경계면은 평면으로 평행한 환경에 대해 음원이 z축 상에 있고 원통형 좌표계 {r , , z }에

대하여 매질 n의 변위를 u n = { u n , v n , w n } 라고 하면, 선형 파동 방정식은 다음과 같

다.

u = + x x ( 0, 0, ) + x ( 0, 0, ) (3.1)

여기서 λ n , μ n은 Lame constants 그리고 ρ n은 밀도이며, 각각의 변위를 3개의 스

칼라 포텐셜로 표현하면 다음과 같다.

u n =
∂ n

∂r
+ 1

r
∂ n

∂
+

∂ 2
n

∂r∂z
(3.2)

v n = 1
r

∂ n

∂
-

∂ n

∂r
+ 1

r
∂ 2

n

∂ ∂z
(3.3)

w n =
∂ n

∂z
- ( 1

r
∂
∂r

r ∂
∂r

+ 1
r 2

∂
2

∂
2 ) n (3.4)

위의 식에서 스칼라 포텐셜은 다음과 같이, 식(3.1)에서 음원항이 존재하지 않는 균일

파동방정식이 된다.

( 2 + h 2 ) = 0 (3.5)

( 2 + k 2 ) ( , ) = 0 (3.6)

여기서 각각의 변위에 대한 포텐셜을 다음과 같이 가정하므로써 변수 분리를 통한
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상미분 방정식으로 전환이 가능해 진다. 즉, 공간 변수 ( r , , z )에 관한 함수인

, , 는 각각 Fourier 차수 m에 대하여 m , m , m 를 포함하게 된다.

( r , , z ) =
m = 0

m ( r , z ) [ ]cos m
s in m

( r , , z ) =
m = 0

m ( r , z ) [ ]cos m
s in m

(3.7)

( r , , z ) =
m = 0

m ( r , z ) [ ]s in m
- cos m

위의 식 (3.4)를 식 (3.1)에 대입하면 변위 포텐셜을 이용한 변위에 관한 식을 얻을

수 있다.

w ( r , , z ) =
m = 0

w m ( r , z ) [ ]cos m
s in m

u ( r , , z ) =
m = 0

u m ( r , z ) [ ]cos m
s in m

(3.8)

v ( r , , z ) =
m = 0

v m ( r , z ) [ ]cos m
sin m

또한 위의 식으로부터 푸리에 차수에 대한 변위 포텐셜을 Hankel T rans form을 사용

하면 다음과 같이 나타낼 수 있다.

m ( r , z ) =
0

[ a m
1 ( s ) e - z ( s ) + a m

2 ( s ) e z ( s )]sJm ( r s ) ds

m ( r , z ) =
0

[ b m
1 ( s ) e - z ( s ) + b m

2 ( s ) e z ( s )] Jm ( r s ) ds (3.9)

m ( r , z ) =
0

[ c m
1 ( s ) e - z ( s ) + c m

2 ( s ) e z ( s )]sJm ( r s ) ds

위의 식을 다시 식(3.1)에 대입하면, 식(3.8)에서 각 푸리에 차수에 대한 변위와 응력

은 다음과 같다.
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w m ( r , z ) =
0 [ ]- a m

1 ( s ) ( s ) e - z ( s) + a m
2 ( s ) ( s ) e z ( s)

b m
1 ( s ) se - z ( s) + b m

2 ( s ) se z ( s)
sJm ( r s ) ds (3.10)

u m ( r , z ) v m ( r , z ) =
0

a m
1 ( s ) se - z ( s) a m

2 ( s ) se z ( s)

b m
1 ( s ) ( s )e - z ( s) b m

2 ( s ) ( s )e z ( s)

+ c m
1 ( s ) se - z ( s) + c m

2 ( s ) se z ( s)

sJm 1 ( r s ) ds

m
zz ( r , z ) = 2 m ( r , z ) + 2 ∂

∂z
w m ( r , z )

=
0 [ ]a m

1 ( s ) ( 2 s 2 - k 2 ) e - z ( s ) + a m
2 ( s ) ( 2 s 2 - k 2 ) e z ( s )

- b m
1 ( s )2 s ( s )e - z ( s ) + b m

2 ( s )2 s ( s )e - z ( s )
sJm ( rs) ds

m
rz ( r , z ) m

z ( r , z ) = [ ∂
∂z

[ u m ( r , z ) v m( r , z ) ] + ( ∂
∂z

m
r )w m ( r , z ) ]

=
0

a m
1 ( s )2s ( s)e - z ( s) a m

2 ( s )2s ( s)e z ( s)

b m
1 ( s )( 2s 2 - k 2 )e - z ( s) b m

2 ( s )( 2s 2 - k 2 )e z ( s)

- c m
1 ( s )s ( s)e - z ( s) + c m

2 ( s )s ( s)e z ( s)

sJm 1 ( r s ) ds

위의 결과로부터, 경계 조건에 적용하기 위한 3방향의 변위와 응력을 구함으로써 6개

의 경계 조건에 대한 일반해를 모두 얻게 된다. 위의 각각의 식에는 6개의 경계 조건에

대한 6개의 미지수, 즉

a m
1 ( s ), a m

2 ( s ), b m
1 ( s ), b m

2 ( s ), c m
1 ( s ), c m

2 ( s ) (3.11)

가 존재하며 각 bessel 함수의 차수가 같으므로 적분 기호 안의 식에 대한 계수를

수평 파수에 대한 연립 방정식으로 세울 수 있다.

3.2 실린더 좌표계에서 진동 음원항에 의한 특별해

다양한 음원에 대한 변위 포텐셜은 경계 조건에 의한 전역 행렬의 선형 시스템에 적

용하기 위해 일반해의 형태로 각각의 음원 형태로부터 유도해야 한다.
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그림 3.1 dip angleδ에 대한 기본 운동,(a) T ensile- crack, (b) dip- slip, (c) str ike- slip

3.2.1 S trike- s lip

식(2.38)에서 변위 포텐셜에 의해 표현된 변위는 dip- angle δ를 가지는 strike- slip의

식을 나타낸다. 초기에 표현방정식에서 적용된 ( x 1, x 2, x 3)의 좌표계를 그림(3.1)과 같

이 전환하면, ( x, y, z ) 좌표계에 대해 dip- angle δ를 가지는 strike- s lip은 다음과 같이

표현된다.

= - 1
2

∂
∂x ( - s in ∂

∂y
+ cos ∂

∂z ) 0

x = 1
4 ( - s in ∂

∂y
+ cos ∂

∂z ) 0

y = - 1
4

s in
∂ 0

∂x

z = 1
4

cos
∂ 0

∂x

(3.12)

또한 위의 식은 다시 실린더 좌표계로 전환해야 하므로 직각 좌표계와 실린더 좌표

계에서 변위에 대한 다음의 관계식을 사용한다.

u x = u r cos - u sin

u y = u r s in + u cos

u z = u z

(3.13)
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또한 위의 식에서 편미분항은 체인룰에 의해 다음과 같다.

∂
∂x

= ( cos ∂
∂r

- s in
r

∂
∂ )

∂
∂y

= ( sin ∂
∂r

+ cos
r

∂
∂ )

∂
∂z

= ∂
∂z

(3.14)

따라서 위의 식(3.13)과(3.14)를 적용하여 실린더 좌표계에 의한 식(3.12)의 표현은 다

음과 같다.

u = + × ×( r, , z ) (3.15)

여기서

= 1
4 [ s in s in 2 ( ∂ 2

∂ 2 r - 1
r

∂
∂z ) - 2cos cos ∂ 2

∂r∂z ] 0

x = 1
4 [ - s in sin 2 ∂

∂r
+ cos cos ∂

∂z ] 0

y = - 1
4 [ s in cos 2 + 2cos s in ∂

∂z ] 0

z = 1
4

cos cos
∂ 0

∂x

(3.16)

포텐셜 0와 0는 다음과 같이 Sommerfeld- Weyl integral[16]을 사용하여 정의한

다.

0 = -
M 0

ω
2

1
R

e
iω( t - R / c c )

= -
M 0

ω
2

1
R

e iωt

0
J0( sr ) e

| z - z s | s ds

0 = -
M 0

ω
2

1
R

e iωt

0
J0( sr ) e

| z - z s | s ds

(3.17)

여기서 e - ihR

R
=

0
J0( sr ) e - | z | s ds [34, pp 13]이며,
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= ( h 2 - s 2 ) 1/ 2 for s 2 > Re ( h 2 ) , j( h 2 - s 2 ) 1/ 2 for s 2 < Re ( h 2 )의 관계를 가진다. 이 식에

서 h는 매질의 파수이며, R 은 r 2 + z 2 을 나타낸다. 마지막으로 식(3.17)을 식(3.16)에

대입하면 일반해와 같은 형식으로 임의의 dip- angle δ에 대한 다음의 s trike- slip의 포

텐셜을 유도할 수 있다.

= -
M 0

4 w 2 e iwt

0 [ ]s in s in 2 s 2 J2 ( sr )
- 2 cos cos s J1( sr )

e
- | z - z s | k ds

r = -
M 0

4 w 2 e iωt

0 [ ]s in s in 2 sJ1 ( sr )
- cos cos J0( sr )

e
- | z - z s | s ds (3.18)

= -
M 0

4 w 2 e iwt

0 [ ]s in s in 2 sJ1 ( sr )
+ cos cos J0( sr )

e
- | z - z s | s ds

z =
M 0

4 w 2 e iwt

0
cos cos sJ1 ( sr ) e

| z - z s | s ds

위의 식에서 포텐셜 , , 로 주어진 일반해와 달리, 음원항에 의한 특별해는 포텐

셜 , r , , z에 의해 표현되지만, 이 경우 특별해를 구하기 위해 직각좌표계로 전환

하면 자연적으로 조합 포텐셜의 형태를 유도할 수 있으며, 전체 행렬에 의한 해를 구하

기 위해 포텐셜 , , 의 형태로 다시 쓰면 다음과 같다.

= -
M 0

4 w 2 e iwt

0 [ ]s in s in 2 s 2 J2 ( sr )
- 2 cos cos s J1( sr )

e
- | z - z s | s ds

=
M 0

4 w 2 e iwt

0

cos cos k 2s 2 - k 2

k
J1( kr )

- s in cos 2 J2 ( kr )
e

- | z - z s | s ds (3.19)

=
M 0

4 w 2 e iwt

0

cos s in k 2

s
J1( sr )

+ s in cos 2 s 2 J2 ( sr )
e

- | z - z s | s ds

따라서 매질의 경계면에서 각각의 경계 조건으로부터 식(3.18)과 식(3.19)에 의해 변

위와 응력[부록 참조]을 계산할 수 있다.
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그림 3.2 방위 요소에 대한 정의

3.2.2 Dip- s lip

앞서 서술한 것과 같이 유사한 방법으로 Dip- s lip에 대해 적용하면 포텐셜은 다음과

같다.

=
M 0

4 w 2 e iwt

0

- 0. 5 s in 2 ( 2 2 + s 2 )J0 ( sr )
- 2 cos 2 s s in J1 ( sr )

- 0. 5 s in 2 s 2 cos 2 J2 ( sr )

e
- | z - z s | s ds

r =
M 0

4 w 2 e iwt

0 [ ]s in 2 s in sJ1 ( sr )
- cos 2 Jo ( sr )

e
- | z - z s | s ds (3.20)

= -
M 0

4 w 2 e iwt

0 [ ]s in 2 s in sJ1 ( sr )
- cos 2 Jo ( sr )

e
- | z - z s | s ds

z =
M 0

4 w 2 e iwt

0 [ ]s in 2 s s in J1 ( sr )
s in 2 s J1 ( sr )

e
- | z - z s | s ds

또한 위의 결과로부터 포텐셜 , , 식은 다음과 같다.

=
M 0

4 w 2 e iwt

0

- 0. 5 s in 2 ( 2 2 + s 2 )J0 ( sr )
- 2 cos 2 k s in J1 ( sr )

- 0. 5 s in 2 s 2 cos 2 J2 ( sr )

e
- | z - z s | s ds
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=
M 0

4 w 2 e iwt

0

- 1. 5 sin 2 J0 ( sr )

- cos 2 2s 2 - k 2

k
s in J1 ( sr )

- 0. 5 s in 2 cos 2 J2 ( sr )

e
- | z - z s | s ds (3.21)

=
M 0

4 w 2 e iwt

0

+ cos 2 s 2

s
cos J1( sr )

- 0. 5 s in 2 s 2 s in 2 J2 ( sr )
e

- | z - z s | s ds

그림 3.2에 의하면, S trike- slip은 방향각(λ)이 0도인 경우에 대한 운동을 의미하며,

Dip- angle은 90도인 경우에 해당한다. 따라서 방향각(λ)에 대한 기본 운동은 cos 와

sin 의 곱으로 s trike- slip과 dip- slip의 포테셜에 대한 중첩 형태를 나타낸다. 또한

Strike angle은 방위각 를 - s로 대신하는 실린더 좌표계로부터 얻어지며, 일반적

인 전단 형태의 표현도 이와 같은 단일 좌표 전환에 의해 공식화된다. 이것은

T ens ile- crack에 대해서도 동일하게 적용된다.

3.2.3 T ens ile- crack

그림 3.1의 tensile- crack은 세 방향에 대한 단일 조합의 중첩형태를 나타내며, 그림

(3.3)의 (a)에서와 같이 단일 조합에 의한 포텐셜은 좌표 전환에 의해 존재하는 두 개

의 조합형태를 표현한다. 즉, 두 번째 요소의 포텐셜은 첫 번째 조합의 dip angle δ를

δ+90으로 대신하여 얻어지며, 세 번째 요소의 경우 dip- angle 90도에 대해 방위각 90

도의 회전한 결과로부터 얻는다. 따라서 tensile- crack에 대한 포텐셜은 다음과 같다.

=
k = 1

' k( r , , z : k, M k )

r =
k = 1

' r , k( r , , z : k, M k )

=
k = 1

' , k( r , , z : k, M k )

z =
k = 1

' z , k( r , , z : k, M k )

(3.22)
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그림 3.3 dip- angle δ와 st rike- angle s=0 인 T ensile- crack을 표현하기

위한 단일 조합. (a) M 0=1 인 경우 식 (1.1), (b) M 0=1 인 경우 식 (2.2), (c)

M 0 = + 2
인 경우 식(3.3)

여기서 첫 번째 단일 조합에 의한 포텐셜은 다음과 같다.

' k = -
M k e iwt

4 w 2
0

[ - 0. 25( k 2- 2 2) + 0. 25cos 2 k ( k 2 + 2 2) ] J0 ( kr )
- s in 2 k s in k J1 ( kr )

- 0. 25 ( 1 - cos 2 k ) cos 2 k 2 J2 ( kr )

e
- | z - z s | k dk

' r , k = -
M k e iwt

4 w 2
0 [ ]- 0. 5 sin 2 k s in J0 ( kr )

[ 0. 25 ( 1 - cos 2 k ) - 0. 25( 1 - cos 2 k ) cos 2 k ]J0 ( kr )
e

- | z - z s | k dk

' , k = -
M k e iwt

4 w 2
0 [ ]- 0. 5 s in 2 k cos J0 ( kr )

0. 25( 1 - cos 2 k ) cos 2 k J0 ( kr )
e

- | z - z s | k dk (3.23)

' z , k = -
M k e iwt

4 w 2
0 [ ]- 0. 5 ( 1+ cos 2 k ) J0 ( kr )

- 0. 5 sin 2 k s in k J0 ( kr )
e

- | z - z s | k dk

3.4 경계 조건 .

각각의 미지수를 계산하기 위한 경계 조건은 경계면에 인접한 두 매질의 특성에 따

라 달라지게 되는데 다음과 같다.

·양쪽이 모두 유체인 경우에는 수직방향의 변위 w 와 응력 zz가 같아야 한다. 한
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쪽이 진공이면 응력 zz = 0 이다.

·한쪽이 고체이고 다른쪽이 진공이면 수직, 수평 방향의 응력 zz , rz는 모두 0이어

야 한다. 고체와 유체가 접하고 있는 경우에는 w와 zz는 같고 rz는 0이다.

·양쪽이 모두 고체인 경우에는 수직, 수평 방향의 변위 w , u 및 zz, rz이 모두 같

아야 한다.

Symbols used : =. continuous ; 0, vanishing ; -, not involved

표1. 각 경계면에서 경계 조건

Type
Field Parameter

w u±v σ zz σ rz σ z

fluid/vacuum - - 0 -

fluid/fluid = - = -

fluid/solid = - = 0

solid/vacuum - - 0 0

solid/solid = = = =

3.5 A ttenuation

음파가 해저를 통과해서 전파하는 경우에는 에너지가 열로 변환되면서 상당한 에너

지를 빼앗기게 된다. 따라서 전파 특성을 현실적으로 예측하기 위해서는 체적 감쇄

(volume attenuation)를 고려해야 하며 다음과 같다. 균질한 매질에서 주파수 w인 평

면파가 양의 x- 방향으로 진행한다고 가정하면 평면파의 음장는 다음과 같다.

F ( x, t ) = A e
i (ωt - k m x )

(3.24)

여기서 k m 은 각각 압축파와 전단파에 의해 계산되어 지는 매질의 파수이고, A는

진폭(Amplitude)을 나타낸다. 만약 k m 이 실수라면, 이 파형은 거리 x에 대해 일정한
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진폭을 가지게 된다. 그러나 점탄성 감쇄(viscoelastic attenuation)에 의해 k m은 다음과

같이 복소수의 형태가 된다.

k m = k m ( 1 - i ) , > 0 (3.25)

위의 식(3.25)을 식(3.24)에 대입하면 평면파는 다음과 같다.

F ( x, t ) = A e
i (ωt - k m x + i k m x )

= A e
- k m x

e
i (ωt - k m x )

(3.26)

따라서 음장은 진폭에 따라 지수적 감소를 나타낸다. 이것은 주어진 환경에 대해 해

석적 해를 구하기 위해 매질이 점탄성 특성을 갖는다고 가정하여 선형 유체 및 고체의

특성으로부터 체적 감쇄를 고려하는 것이다. 또한 매질의 경계면에서 산란현상으로 발

생하게 되는 감쇄는 통계적 접근 방법을 도입하여, 경계면의 거칠기가 음파의 파장에

비해 작고 그 특성이 시간과 공간에 대해 정상운동을 하는 가정 하에 거칠기가 평균음

장(mean w avefield)에 미치는 영향이 해에 포함될 수 있도록 경계 조건을 변형시키는

것이다. 이 방법은 섭동 접근법(perturbational approach)라고 하며, 유체 매질에서 고체

매질까지 확장되어 적용된다. 일반적으로 수중음향에 있어서 선형 주파수 의존적 감쇄

(in dB / )는 다음과 같이 나타낸다.

= - 20 log | F ( x + , t )
F ( x, t ) | = - 20 log [ e

- k m ] = 40 log e (3.27)

=
40 log e

(3.28)

여기서 는 파장이다.
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4장 수치 계산 방법

4.1 Global Matrix Method

위에서 얻게 되는 방정식은 각 경계면에서 연립방정식으로 형성되는데 이것은 다시

결함되면 Global Matrix를 형성하게 된다. 즉 Fourier order m에 의한 변수의 제한 형

태는 다음과 같다.

F m ( k, z ) =

w m ( k, z )
u m ( k, z ) + v m ( k, z )
u m ( k, z ) - v m ( k, z )

m
zz ( k, z )

m
rz ( k, z ) + m

z ( k, z )
m
rz ( k, z ) - m

z ( k, z )

(4.1)

따라서 두 개의 layer(n)과 layer(n+1) 나뉘어진 경계면 n에 대해 경계 조건은 다음

과 같다.

F m
n ( k, z n ) + F m

n ( k, z n ) - F m
n + 1( k, 0) - F m

n + 1( k, 0) = 0 (4.2)

여기서 n은 the layer number 이며 z n은 layer(n)의 두께이다. 또한 “ ∧” 은 음원항

을 나타낸다. 따라서 위의 식은 각각의 경계면에서 선형 방정식의 형태를 나타낸다. 위

의 식에서 첫 번째 항은 n번째 매질에서 일반해를 나타내고, 두 번째 항은 n 번째 매

질에 존재하는 음원으로부터의 음장이며, 세 번째항은 n+1번째 매질의 일반해, 그리고

네 번째는 n+1번째 매질에 존재하는 음원으로부터의 음장을 나타낸다. 이러한 각각의

경계면에서 방정식의 형태를 합하면 수학적으로 해석적인 전역의 형태가 되며, 좀더 자

세히 경계조건에 대해 쓰면 다음과 같다.

A n , l B m
n - A n + 1, u B m

n + 1 = R m
n + 1, u - R m

n , l (4.3)
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여기서 각 경계면에서 상위 계수 행렬 A 는 solid medium 인 경우 식 (4.4)과 같다.

또한 유체영역에서 계수행렬(variable matrix)은 식(4.5)와 같다. 주어진 Hankel 적분

변환 형태중 유체 영역에 대해 B m
1 , B m

2 , C m
1 , C m

2 의 계수의 값은 zero이다.

A n , u =

- k 0 k 0
- k k - k - k

k - k k k
( 2k 2 - k 2

m ) - 2k 0 ( 2k 2 - k 2
m ) 2k 0

2s - ( 2k 2- k 2
m ) - k - 2k - ( 2k 2- k 2

m ) k

- 2 s ( 2k 2 - k 2
m ) - k 2k ( 2k 2 - k 2

m ) k

(4.4)

A n , u =

- 0 0 0 0
- k 0 0 - k 0 0

k 0 0 k 0 0
- w 2 0 0 - w 2 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

(4.5)

그리고 경계면의 하위 행렬은 다음과 같이 적당한 지수 행렬과의 곱으로부터 얻어진

다.

A n , l ( k ) = A n , u ( k ) I n ( k ) (4.6)

여기서 I n ( k) = diag {e - z, e - z , e - z , e z , e z , e z } 이며 또한 potential에

대한 미지의 변수행렬 B m
n ( k) 은 다음과 같다.

B m
n ( k ) = {A m

1, n , B m
1, n , C m

1, n , A m
2, n , B m

2, n , C m
2, n }

T
(4.7)

따라서 위의 식에서 요소 행렬 A는 방위각의 푸리에 차수에 무관함을 알 수 있다.

이것은 일반해의 형태는 각 푸리에 차수 m에 무관하며, 단지 음원항이 달라 질 뿐이

다.

위의 식에서 우변의 R 행렬은 음원항을 나타내는데, 이 항이 0일 아닐 때 파동방정
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식은 비균질에 해당하며, 윗 첨자 m은 마찬가지로 방위각에 대한 푸리에 차수를 나타

낸다. 이것은음원항에 따라 달라지며, 무지향성 폭발음원인 경우에는 m=0일 때만 값이

존재한다. 고차원의 음원 즉, force, 모멘트, 그리고 진동음원에 대해서는 m=1∼5사이에

값이 존재한다. 각 경계면에 대한 위의 식, 즉 local matrix는 source term과 미지의 변

수 그리고 각각의 계수에 대해 표현된 식이므로 각 경계면에 만족하는 조건에 의해 합

쳐 놓으면 다음과 같은 global matrix가 된다.

4.2 완전해

앞장에서 구성된 Global Matrix의 해를 구하면, 이제 원하는 깊이에서의 음압 또는

변위등을 구할 수 있게 된다. 만약 알고자 하는 깊이를 z r이라고 하면, 푸리에 차주 m

에 대해 Hankel 변환의 적분함수는 다음과 같다.

H m
n ( s, z r ) = F m

n ( s, z r ) + F m
n ( s, z r )

= A n ( s) B m
n ( s, z r ) + R m

n ( s, z r )
(4.8)

그림 4.1 국부 행렬과 전역 행렬의 전환과 Grobal Matrix Method
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여기서 행렬 F는 6개의 경계 조건 즉, 3방향의 변위와 3방향의 응력(s tress)을 나타

내므로 H 행렬 또한 6개 변수의 값을 모두 나타낼 수 있다. 이 값은 다시 표현하면,

식 (4.8)의 두 번째 줄과 같이 요소 행렬인 A와 미지수의 행렬 B와의 곱, 그리고 음원

에 의한 특이해 R 행렬의 값에 대한 합으로 표시하게 된다. 따라서 위의 결과에 대해

역 Hankel transform을 취하면,

H m
n ( r , z r ) =

0
H m

n ( s, z r )sJm ( r , s) ds

=
0

{A n ( s) B m
n ( s, z r ) + R m

n ( s, z r )}sJm ( r , s) ds

(4.9)

위의 식에서 행렬 H는 이제 수평 파수 s 대신 거리 r 의 함수가 되며, 이 결과를 다

시 푸리에 차수 m 에 대해 합하면, 협대역 주파수(narrow band s ignal)에서의 값을 구

하게 된다. 광대역 신호(w ide band signal)에 대해서는 각 주파수에서의 값을 구하여

다시 주파수- 시간 푸리에 변환을 취한다. 이러한 과정에 대해 좀 더 자세히 다음 장에

서 다룬다.

4.3 파수적분법

파수 적분법은 2차원의 Helmholtz 편 미분방정식을 1차원 상 미분방정식으로 전환시

키기 위한 것으로 파수 k ( r , z ) 가 거리 종속 환경에서 1차원 공간 좌표인 수심에 대한

함수임을 의미한다. 즉 수심에 종속적인 Green 함수(Green' s function)에서 수평방향

파수(horizontal w avenumber)를 결정하기 위해 수치적분법을 이용하는데 이는 변위와

압력을 적분으로 표현하기 위한 방법이다. 주어진 식에 대해 Hankel 변환 적분의 형

태는 다음과 같다.

G( r , z ) =
0

g ( k, z ) Jm ( kr ) k d k (4.10)
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여기서, 두 개의 Hankel 함수로 표현되는 Bessel 함수는

Jm ( kr ) = 1
2 ( H ( 1)

m ( kr ) + H ( 2)
m ( kr ) ) (4.11)

이며, H ( 1)
m ( kr )의 항의 시간/주파수 변환을 선택하면 incoming w ave와 상응하는데

이는 매우 근거리에서 정상음장(s tanding w ave)을 표현할 때만 중요하므로 이 항은 무

시되고 H ( 2)
m ( kr )이 점근 근사에 의해 다음과 같이 주어진다.

lim
kr

H ( 2)
m ( kr ) = 2

kr
e

- i ( kr - ( m + 1
2 ) 1

2 ) (4.12)

역 Hankel 변환을 하면,

G(r , z ) = 1
2 r

e
i ( m + 1

2 ) 1
2

0
g ( k, z ) k e - irk d k (4.13)

일반적인 것에 대한 요구로 구적법(quadrature schemes)의 사용을 제한하여, 절단된

파수의 범위는 아래와 같이 등간격으로 분리되었다.

k l = k min + l k, l = 0, 1 . . . ( M - 1) (4.14)

여기서 M은 총 샘플링 포인트 수이다. 음장의 값은 종종 거리 r 의 많은 숫자가 요

구되는데 특히 거리의 함수로 전달손실을 결정하는 보통의 수중음향문제와 연관이 있

다. 이 경우 위의 식에서 F ourier 적분은 소위 ‘Fast Field’ 접근방법으로 매우 효과적

으로 계산되어지므로 이러한 방법을 F FP이라고 부르기도 한다. 즉, 거리 축 r 은 아래와

같이 분리된다.
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r j = r min + j r , j = 0, 1 . . . ( M - 1) (4.15)

여기서 거리의 간격 r은 아래 관계에 의해 정해진다.

r k = 2
M

(4.16)

여기서 M은 2의 거듭제곱(integral pow er of 2)이다. 따라서 위의 식은 이산 근사법

으로 아래의 식이 얻어진다.

G(r j, z ) k
2 r j

e
- i ( k min r j - ( m + 1

2 ) 1
2 ) M - 1

l = 0
[ g ( k l, z )e

- i r min l k
k l ]e

- i ( 2 l j
M )(4.17)

따라서 위의 식으로부터 합은 F FT방법에 의해 계산될 수 있고 전체거리 M 에 대해

음장을 구할 수 있다. 그러나 시간/주파수 변환에 대한 FF T의 사용에서 잘 알려진 것

으로 하나의 영역에서 표본화 오차는 다른 영역에서의 에일리어싱을 유발한다. 또한

이 경우 kernel은 pole과 적분 축에 근접한 branch point에 기인하여 종종 빠르게 변화

한다. 그 이유[36]은 식(4.17)에서의 계산이 G( r , z )를 산출하는게 아니라

n = - G( r , n R , z )를 산출하기 때문이다.( R = 2
k

) 즉, 폭 R = M r 의 모든 거리에

서의 신호의 합을 계산하기 때문에 에일리어싱은 실제 간격의 양쪽면으로부터 일어나

고 또한 r min 보다 더 작은 거리로부터 발생한다. 파가 오직 거리의 양의 방향쪽으로

움직이므로 에일리어싱은 음의 거리 축에서는 그다지 현저하지 않다. 하지만 간격

[ 0, r min ]에서의 신호가 만약 r min 0 이라면 간격 [ R , r min + R ]으로 에일리어싱이 된

다. 결론적으로 최대 사용 가능 거리는 r min의 선택과는 무관하게 항상 R = M r와

관계가 있다. 그림(4.2)에서 보면, 표준화 오차에 따른 에일리어싱이 수심에 대해 발생

하는 것을 볼 수 있다. 즉, 실선은 접수 진동과 관련해서 일정한 두께(5m)를 가지는 접

수 평판 내부에서 무지향성 음원(3m)이 발생하는 경우에 엄밀해를 나타내지만, 점선은
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k min = 6. 28×10 - 5 m - 1, k max = 1. 5×10m - 1사이에서 샘플링수 M = 2048 에 대해

k r = 0. 071m - 1 인 경우에 해당한다. 이 경우 전체 F FT 거리는 0.89 km이며 따라서

오차를 포함한 결과를 보이게 된다. 일반적으로 해양 환경에서 이러한 오차는 전달 손

실 계산에서 거리가 증가함에 따라 3dB이상의 오차를 보이는데 접수 진동의 환경은 근

거리에 대해 큰 오차를 포함하지 않는 것을 볼 수 있다. 감쇄가 있는 매질의 경우,

r min + R 보다 더 먼 거리로부터 생기는 에일리어싱은 전체 계산 거리 R을 다소 크게

선택함으로써 감소시킬 수 있다. 그렇게 함으로써 오차에 대한 신호가 구하고자

그림 4.2 (a) 수심 분리 Green 함수의 크기 (b) 전달 손실,

실선 : 완전해, 점선 : k r = 0. 071 m - 1
에 대한 실수축의 적분
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하는 거리 안에서 소멸될 것이다. 그러나 식(4.17)에서 보면 원거리는 충분한 숫자의

파수 샘플링이 필요하고, 파수의 간격이 고정되어 있을 경우도 그렇다. 따라서 에일

리어싱의 문제는 보다 근본적인 해결책을 필요로 한다. 그것은 그림(4.3)과 같이 적분

경로를 극한값으로부터 떨어지게 배치함으로써 즉, kernel을 간략화 시킴으로써 해결될

수 있다. Cauchy' s 정리에 의해 복소평면의 두 지점의 사이에 있는 적분은 경로에 무

관하므로, 식(4.17)은 아래와 같이 대체 된다.

G( r , z ) = 1
2 r

e
i ( m + 1

2 ) 1
2

C
g ( k, z ) k e - irkdk (4.18)

C 는 그림(4.18)에 보여진 경로이다. 적분 경로가 존재하는 세 개의 선형구역

C 1, C 2, C 3 에서는 길이 의 수직구역은 파수 축이 절단된 어떤 점에서 선택되어진다.

만약 어떤 지점에 대해 적분하고자 하는 커널이 작으면 즉

g ( k min , z ) k min , g ( k max , z ) k max 0 이고, k max - k min 이면, 수직 구역으로부터 얻어

지는 것은 k = k + i 으로 정의되는 수평구역에 따른 integral과 비교하여 별로 중요

하지 않게 된다. 따라서 k를 식(4.18)에 대입하면,

그림 4.3 파수 적분을 위한 복소 적분 경로
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G( r , z ) e - r 1
2 r

e
- i ( m +

1
2 ) 1

2

C
g ( k - i , z ) k r - i e

- irk rdk r (4.19)

또한 위의 식은 다음과 같이 표현된다.

G (r j, z ) k
2 r j

e
r j + i [ k m in r j - ( m + 1

2 ) 1
2 ] M - 1

l = 0
[ g ( k l - i , z )e

- i r m in l k r k l - i ]e
- i ( 2 lj

M )

-
n 0

G( r j + n R , z )e - nR
(4.20)

위의 식으로부터 r min + R보다 더 먼 거리로부터 에일리어싱이 일어나는 모든 신호

들은 e - R에서 감소될 것이다. 다른 한편으로 r min 보다 더 가까운 거리로부터 에일리

어싱이 일어나는 신호들은 e R에서 증폭된다. 최대 거리의 실수축 적분의 경우

r max = R 이고 또한 경로 적분에 대한 것도 마찬가지이다. 그림 (4.4)은 윤곽적분을 사

용한 경우 샘플링 개수에 의한 차이를 나타낸 것이다.(실선: M=2048, 점선: M=512)

의 실제 값은 극단적인 임계값은 아니다. 그러나, 만약 적분 구간에 대해 2개의 수

칙부분으로부터 너무 큰 값이 선택된다면 중요하게 될 것이다. 다른 한편, 너무 작은

값일 경우 매우 큰 숫자의 샘플링을 요구하게 된다. 대부분의 실제적인 목적으로

60 dB정도의 에일리어싱 감쇄만으로 충분하므로, 다음의 식으로 표현된다.

e = 3
R log e

= 3
2 ( M - 1) log e

( k max - k min ) (4.21)

이는 비교적 작은 숫자의 샘플링에서도 k max - k min 에 대해 만족하며, 수직 경로

에 무관해 진다. 일반적인 Fast Field 적분기술은 단일 주파수의 전달손실 계산에 있

어서는 매우 효율적이다. 이것의 사용은 광대역 펄스 계산에 있어서는 효과적이지 않

다. 만약 펄스응답이 단일 거리에서보다 더 요구된다면 파수의 샘플링 간격 k는 식

(4.16)을 만족하기 위해서 주파수에 대해 무관해야 한다. 따라서 펄스 응답은 주로 작

은 숫자의 거리에 요구되므로 각 독립적인 거리에 대해 직접 수치적분을 필요로 한다.
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그림 4.4 (a) 적분인자의 크기 (b) 샘플링 개수의 차이에 의한 전달 손실

4.3 주파수 적분

주파수 적분을 계산하기 위한 첫 번째 단계는 적분 간격을 결정하는 것이다. 이것은

음원의 스펙트럼( S w )에 의해 결정되며 전체 펄스응답을 결정하는 것과 연관해서 마지

막 단계는 역 푸리에 변환을 계산하는 것이다. 전체 음장의 요소, 거리, 그리고 깊이에

대해 적분은 다음 식과 같다.
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F ( r , z , t) =
-

G( r , z , w ) e iwt dw (4.22)

주파수 간격이 음원 스펙트럼에 의해 결정되며 위의 푸리에 적분은 FF T에 의해 다

음 식과 같다.

F ( r , z , t ) w e
iw m in t j

N - 1

l = 0
[ G ( r , z , w ) e

i t min l w
] e i ( 2 l j / N ) (4.23)

여기서 주파수와 시간 축은 다음과 같다.

t j = t min + j t , l j = 0, 1, . . . ( N - 1 ) ,

w j = w min + l w , l = 0, 1, . . . ( N - 1 ) ,
(4,24)

또한 샘플링은 다음의 관계를 만족해야 한다.

t w = 2 / N (4.25)

따라서 각각의 음원 형식에 대한 수치 예제를 다음절에서 다룬다.

4.5. 수치 예제

수치 예제는 균일 무한 평면에서 3개의 다른 음원 환경에 대해 고려하였다.

그림 4.5 환경 모델
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그림 4.6 음원의 펄스 및 스펙트럼

여기서 매질의 두께는 5 m과 5 cm 두 가지 경우에 대해 음원은 각각 3 m와 3 cm,

수신기는 5 m와 5 cm에 있으며, 방위 요소는 각각 dip- angle δ = 90°, s = 0 이다.

음원 형태는 그림(4.16)과 같으며, 주파수는 0- 300 Hz까지 고려되었다. 200 m 떨어진

지점에서 수신되는 신호를 측정한다. 본 수치 예제는 3가지 음원에 대해 매질의 두께에

따른 음원 방사 형태를 각각 시간해와 음원 방사 패턴에 대해 나타내었다. 우선 각각

tensile crack과 dip- slip, 그리고 strike- s lip의 경우 주어진 음원 함수에 대한 시간해를

매질의 두께가 5m일 때와 5cm 일 때로 나누어 그림(4.10)- (4.15)까지 나타내었으며, 두
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께 5cm의 접수 평판에 음원이 방사되는 경우, 방사 패턴을 그림 (4.7), (4.8), (4.9)에 3

차원으로 나타내었다. 주어진 환경에 대해 존재하는 파의 도달 시간은 다음과 같다. 우

선 접수 평판을 따라 진행하는 파와 유체 영역에서 전파되는 파로 나누면,

t c 1
=

r 2 + z 2
r

c c
= 0. 133 , t c 2

=
r 2 + z 2

r

c c
= 0. 033 , t s 1

=
r 2 + z 2

r

c s
= 0. 064 (4.26)

따라서 시간해의 결과로부터 매질의 두께가 충분한 경우 처음 수신된 신호는 접수평

판의 매질을 따라 전파되는 압축파이고 두 번째 신호는 전단에 의한 신호를 나타낸다.

또한 각각의 음원 형태에서 마지막에 나타나는 신호는 유체 영역으로부터 수신기에 전

달된 압축파인데, 매질의 두께가 5cm로 작아지면 대부분의 파가 소실되고, 대신 유체

영역으로부터 수신되는 신호부분에서 신호가 상대적으로 커지는 것을 볼 수 있다. 음원

의 방사 형태는 각각 음원 형태에 따라 dip- slip의 경우 0, 180도에서 음원의 에너지가

소실되고, s trike- s lip의 경우 90도 간격으로 음원에너지가 존재하지 않으며 tens ile

- crack의 경우 모든 영역에서 음장이 형성되지만 각도에 따라 약간의 차이가 있다.

그림 4.7 균일한 매질에서 Dip angle 90도에 대한 T ensile- crack의 방사 형태
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그림 4.8 균일한 매질에서 Dip angle 90도에 대한 Dip slip의 방사 형태

그림 4.10 균일한 매질에서 Dip angle 90도에 대한 Strike slip의 방사 형태
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cas e Ⅰ . T ens ile crack.

그림 4.11 균일 매질에서 Dip angle 90도에 대한 T ensile crack의 시간 응답

( r = 200 m, d = 5 m )

그림 4.12 균일 매질에서 Dip angle 90도에 대한 T ensile crack의 시간 응답

( r = 200 m, d = 5 cm )
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cas e Ⅱ . dip s lip

그림 4.13 균일 매질에서 Dip angle90도에 대한 Dip slip의 시간 응답

( r = 200 m, d = 5 m )

그림 4.14 균일 매질에서 Dip angle90도에 대한 Dip slip의 시간 응답

( r = 200 m, d = 5 cm )
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cas e Ⅲ . s trike s lip.

그림 4.15 균일 매질에서 Dip angle90도에 대한 s trike slip의 시간 응답

( r = 200 m, d = 5 m )

그림 4.16 균일 매질에서 Dip angle 90도에 대한 Strike slip의 시간 응답

( r = 200 m, d = 5 cm )
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5. 결론

본 논문은 수평으로 층상화된 매질에서 방향성 음원에 의한 에너지 방사에 대해 음원

의 해석적 해를 구하고 효과적인 알고리즘을 개발하기 위한 것이다. 즉,

Kellis- Borok(1950)에 의해 소개된 후, Sato[29]에 의해 증명된 음원의 표현식에 대해 2

장에서 다루었으며, 3장에서 진동음원의 표현을 전단 형태를 포함하는 tens ile- crack의

형태와 dip- slip, s trike- slip의 형태로 유도하였으며, 전역 행렬식에 적용하기 위해 실린

더 좌표계에 의한 식으로 전환하였다. 마지막으로 음원의 형태는 전역 행렬식에서 다중

의 방위각에 대한 푸리에 차수의 합으로 환경 모델과 병합였으며, 4장에서 이러한 중첩

모델을 수치적 해를 구하기 위한 균열의 전파 모델로 취급함으로써 수치적 수렴 문제

를 해결하였다. 또한 이러한 이론적 배경을 바탕으로 접수 평판의 환경에 대해 각각의

음원 에너지 방사 패턴에 대한 수치 예제를 구하였다.

일반적으로 F FP 에서 유한적분을 수행하기 위해 적분 간격은 매질의 최대 파수보

다 10~20 % 높게 결정하지만 접수 평판과 같이 얇은 평판의 경우 파가 존재하는 모든

영역에 대해 적분을 수행해야 한다. 시간해의 결과로부터 접수 평판의 두께를 5cm로

줄인 경우 음원으로 방사된 파의 파수는 작아지기 때문에 효과는 줄어들고 유체 영역

으로부터 방사된 음의 형태는 남는 것을 볼 수 있다. 이것은 평판의 두께가 줄어들게

됨으로써 기본진동수가 낮아 물과의 조합 효과가 높아짐으로써 판의 진동에 의해 교란

된 물의 운동과 음원 자체에서 발생한 파가 직접 전달되어 나타난 물의 운동의 영향

때문에 생기는 파의 형태가 실제 전달되는 파의 영향을 대신하게 되는 것이다.

그림 5.1 균일하며 층상화 되어 있는 매질에 존재하는 파의 종류
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일반적인 음원에 의해 발생되는 파의 종류를 그림(5.1)에 나타내었으며, 각각의 환경

에 대해 파가 존재하는 조건이 다양하므로 실제 환경에 대해 존재하는 현상을 이해하

기 위해 좀더 많은 연구를 필요로 한다. 특히 구형의 층상화에 대한 음향 에너지 전달

의 경우 이론적인 공식에서 의하면 유체/탄성 영역은 크게 소실되어 지는 것으로 알

려져 있지만 실제 환경에 적용하기 위해서는 구형의 층상화에 대해 해석적 해를 구해

야 한다.

본 논문에서 개발된 모델은 기본적으로 세 개의 층으로 구성된 접수 평판의 환경에

대해 적용된 것이지만 좀 더 현실적인 문제에 있어 수중 음향 반향체의 코팅에 의한

반사 손실을 측정하기 위한 모델이나 앞서 언급한 유체 소음 판(plate) 또는 표면 처리

된 판(coated plat)에서 음향 에너지의 방사 형태에 관한 모델링을 위해 확장할 수 있

다.

Appendix
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▷ Dis placements and s tres s es
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